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INTRODUCCION

Los Encuentros de ETM son simposios organizados bajo la metodologia de
grupos de trabajo a partir de las comunicaciones propuestas por los participantes. El
formato Simposio favorece el intercambio fructifero entre los participantes y
posibilita la constitucion de una comunidad de investigadores con intereses comunes.
Las reuniones de ETM tienen una dimensién internacional: Canadé, Chile, Chipre,
Espafia, Francia, Grecia, México, Suiza, etc.

El primer encuentro tuvo lugar el 24 y 25 de Octubre del 2009 en Nicosia
(Chipre), las comunicaciones estan publicadas en el libro: Gagatsis, A., Kuzniak, A.,
Deliyianni, E. & Vivier, L. (eds). (2009). Cyprus and France, Research in
Mathematics Education, Lefkosia.

El segundo encuentro se realizé en Paris el 22 y 23 de Octubre del 2010 bajo la
forma de un Simposio Franco-Chipriote “Espacios de Trabajo Matemadtico”. Algunas
de las comunicaciones de ese simposio fueron seleccionadas y publicadas en la
revista Annales de Didactique et de Sciences Cognitives (2011, en el ndimero 16).

La tercera edicion de ETM se desarrolld en Montreal del 22 al 24 de Octubre

de 2012. Los articulos generados en el Simposio estdn en proceso editorial para una
monografia en la revista RELIME (2014, Kuzniak & Richard (eds)).

Lo encuentros primeros estuvieron dedicados al estudio de la nocion de
Espacio de Trabajo Matemético (ETM) en Educacién Matemadtica. De hecho, el
objetivo fundamental es el estudio del trabajo matematico. La evolucion temética
durante los diversos encuentros nos ha permitido profundizar en la diversidad de
enfoques. De forma especifica la investigacion que se desarrolla integra las
dimensiones semidticas, cognitivas e instrumentales que conforman la definicién de
los temas constitutivos de ETM. Durante la conferencia de ETM3, se tuvo también en
cuenta la dimensién social e institucional contribuyendo a la ampliacién de puntos de
vista sobre la naturaleza del trabajo matemaético.

Los dos objetivos principales de esta cuarta edicion son fortalecer la
comunidad de investigadores de la educacion interesados en el tema de la ETM y
ampliar a otras perspectivas de investigacion.

Estamos muy contentos por el gran interés despertado en este Simposio. El
numero de participantes (55 personas) muestra la dindmica actual sobre estudios que
se realizan en el mundo sobre el concepto Espacio de Trabajo Matematico (ETM) y
la diversidad de los temas trabajados. Estamos satisfechos de haber logrado en el
programa 36 articulos de investigacion evaluados por revisores y 6 posters repartidos
a través de los tres temas que propone el coloquio. También me complace ver una
gran comunidad de investigadores procedentes de distintas universidades de diversos
paises, de Europa: Inglaterra, Chipre, Francia, Espafia; Italia; de América Latina:
Argentina, Chile, Ecuador, México y Canada.
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Este evento no hubiera sido posible sin el apoyo de la Facultad de Ciencias
Matematicas, en particular de la Ciatedra UCM Miguel de Guzmén la Facultad, el
Instituto de Matematica Interdisciplinar y la Fundacién General de la Universidad
Complutense.

Nuestra gratitud se extiende al comité cientifico para evaluar las multiples
propuestas en un tiempo muy corto y a todos los autores por sus puntos de vista
relevantes, y estamos en deuda con los revisores que amablemente contribuyeron
realizando una buena revision y propuestas de mejora. Todo esto ha contribuido a la
calidad de los articulos que se publican en estas Actas del Simposio.

Inés M* Gémez-Chacdn
Presidenta del Simposium
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INTRODUCTION

ETM meetings are organized into working groups based on the contributions
proposed by participants. The form of the Symposium allows an interesting exchange
of ideas amongst participants and encourages the development of a scientific
community with common interests. ETM meetings have an international dimension
(Canada, Chile, Cyprus, France, Greece, Mexico, Switzerland, etc.) and a
multilingual participation (English, Spanish, French).

The first ETM meeting took place in October 24-25, 2009 in Nicosia (Cyprus).
Communications of this first meeting were published in the book: Gagatsis, A.,
Kuzniak, A., Deliyianni, E., & Vivier, L. (eds, 2009). Cyprus and France, Research in
Mathematics Education, Lefkosia. The second meeting was held in October 22-23,
2010 in Paris, for the first time in the form of a symposium. The papers presented in
this symposium were published after being reviewed in the journal ‘Annals of
Teaching and Cognitive Sciences’ (Annales de Didactique et de Sciences Cognitives,
in French, 2011). The third edition of ETM was held in Montreal in October 22-23-
24, 2012. The papers in this symposium were published in a special issue of the
journal RELIME (2014, Kuzniak & Richard (eds.)).

ETM meetings were initially dedicated to the study, development and possible
uses of the concept of Mathematical Working Spaces (ETM, Espace de Travail
Mathématique, in french) in mathematics education. In fact, the main objective is the
study of the nature of mathematical work. This evolution has deepened and
diversified the approaches to the subject. In particular, the research in this field
integrates the semiotic, cognitive and instrumental dimensions of mathematical work
that have contributed to the definition of constituent issues of ETM. During the
ETM3 colloquium, the institutional and social dimension of mathematical work was
also considered, opening the idea to researching new points of view.

The main objectives of the fourth meeting are to strengthen the community of
education researchers interested in ETM, and to open the issue of ETM to other areas
of research.

I’m delighted by the high degree of interest in this Symposium. The number of
participants (55 people) reflects the dynamic nature of studies in the notion of Space
for Mathematical Work abroad and we can see the diversity of the topics presented at
the conference. It is our pleasure to have a program with 36 peer-reviewed research
papers and 6 posters, distributed across the three topics of the symposium. I am also
pleased to see a large community of researchers coming from several universities in
different European countries: England, Cyprus, France, Spain; Italy; from Latin
America: Argentina, Chile, Ecuador, Mexico and from Canada.

This event would not have been possible without the support from la Facultad
de Ciencias Matemadticas, particularly of Céitedra UCM Miguel de Guzmdén la
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Facultad, el Instituto de Matematica Interdisciplinar and la Fundacién General de la
Universidad Complutense.

We extend our gratitude to the scientific committee for evaluating the many
proposals in a very short time and to the authors for their relevant perspectives. We
are also indebted to all the reviewers who kindly and thoroughly collaborated in
revising and improving the proposals. All this contributed to the high quality of the
final papers published in this Symposium Proceedings.

Inés M* Gémez-Chacdn
Symposium Chair
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INTRODUCTION

Les rencontres ETM sont des symposiums organisés sous forme de groupes de
travail a partir des communications proposées par les participants. La formule
symposium a permis des échanges fructueux entre les participants et a encouragé la
constitution d’une communauté de chercheurs aux intéréts communs. Les rencontres
ETM profitent d’une dimension internationale (Canada, Chili, Chypre, Espagne,
France, Greéce, Mexique, Suisse, etc.) et d’une participation multilingue (anglais,
espagnol, frangais).La premiere rencontre ETM a eu lieu les 24 et 25 octobre 2009 a
Nicosie (Chypre). Les communications de ce Symposium ont ét€é publiées dans
I’ouvrage : Gagatsis, A., Kuzniak, A., Deliyianni, E., & Vivier, L. (eds, 2009).

Cyprus and France, Research in Mathematics Education, Lefkosia. La
deuxieme rencontre a eu lieu les 22 et 23 octobre 2010 a Paris, pour la premiere fois,
sous la forme d’un symposium. Les articles issus des communications de ce
Symposium ont été publiés apres relecture dans la revue Annales de Didactique et de
Sciences Cognitives. La troisieme édition d’ETM s’est déroulée a Montréal les 22, 23
et 24 octobre 2012. Les articles issus des communications de ce symposium sont
entrés dans un processus éditorial pour une publication dans un numéro spécial de la
revue RELIME (Kuzniak, A. & Richard. R. (eds, 2014))

Les rencontres ETM étaient initialement consacrées a [’étude, au
développement et aux usages possibles de la notion d’Espace de Travail
Mathématique (ETM) en didactique des mathématiques. De fait, leur objet actuel
vise, plus largement, a étudier ce qui est I’élément fondateur de ces rencontres : le
travail mathématique. Cette évolution thématique a permis un approfondissement des
pistes développées et une plus grande diversification des approches. En particulier,
les recherches intégrant les dimensions sémiotiques, cognitives et instrumentales ont
permis de mieux définir les enjeux constitutifs des ETM. Lors du colloque ETM3, la
prise en compte de la dimension institutionnelle et sociale a permis I’ouverture du
travail mathématique vers d’autres problématiques.

Cette quatrieme édition vise prioritairement, la consolidation de 1’ouverture de
la question des ETM et du travail mathématique a d’autres spheres de recherche.

Je suis enchantée du grand intérét port€é a ce Symposium. Le nombre des
participants (55 personnes) montre 1'abondance des €tudes sur la notion d’Espace de
Travail Mathématique (ETM) partout dans le monde et la diversité des thématiques
présentes a ce colloque. Cela me fait plaisir d'avoir réuni dans le programme 36
articles de recherche évalués par des pairs-évaluateurs et 6 affiches, réparties entre les
trois themes du colloque. Je suis aussi heureuse de voir une vaste communauté de
chercheurs venue de différentes universités de différents pays d’Europe: Angleterre,
Chypre, France, Espagne; Italie; d'Amérique Latine et Centrale : Argentine, Chili,
Equateur, Mexique et d' Amérique du Nord : Canada.
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Cet événement n’aurait pu étre possible sans le soutien de la Facultad de
Ciencias Matemadticas, en particulier de la Citedra UCM Miguel de Guzmaén, la
Facultad, el Instituto de Matemadtica Interdisciplinar y la Fundacién General de la
Universidad Complutense.

Notre gratitude s’étend au comité scientifique pour avoir évalué les
nombreuses propositions dans des délais treés courts et a tous les auteurs pour leurs
points de vue pertinents, et nous sommes redevables a tous les évaluateurs qui ont
bien voulu collaborer a la révision et I'amélioration des propositions. Tout cela a
contribué a la qualité des articles publiés sur ces Actes du Symposium.

Inés M* Gomez-Chacdn
Présidente du Symposium
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TEMA 1

EL TRABAJO MATEMATICO Y LOS ESPACIOS DE TRABAJO
MATEMATICO

Denis Tanguay, Université du Québec a Montréal
Alain Kuzniak, Université Paris Diderot

Athanasios Gagatsis, University of Cyprus
1. DESCRIPCION INICIAL DEL TEMA 1

En este tema, el objetivo es por un lado profundizar el modelo tedrico que los
Espacios de Trabajo Matematico definen y por otro lado mostrar sus usos posibles
como herramienta de andlisis en estudios especificos. Se abordardn las siguientes
preguntas: ;Cudles son los conocimientos de referencia y conocimientos utilizados en
el ETM? El trabajo matematico permite cristalizar formas de hacer y rutas de
pensamiento que se dan en la resolucion de problemas matematicos en el ambito de la
enseflanza o proceden de la investigacion matematica. ;Como tiene lugar esta
identificacién con el trabajo matemadtico en los profesores, en los formadores y en los
alumnos? ;Como los ETM tienen en cuenta la cuestion de saberes y actividades que
lo soportan? Las respuestas a estas preguntas en general se basan no s6lo en estudios
de casos tomados en el contexto educativo de las dreas especificas (geometria,
andlisis, probabilidad, etc.) sino también en las actividades de modelado utilizando la
interaccién del mundo real y los modelos matematicos. Asimismo se pueden basar en
los estudios historicos o epistemologicos.

2. CONTRIBUCIONES
Autores / Titulo Tema Especificidad
es
Bernard Parzysz Probabilidad |ETM de
L’évolution du travail mathématique dans I’enseignement des referencia e
probabilités en France idoneo
Assia Nechache Probabilidad | Validacién en

Comparaison de la démarche de la validation dans les espaces de |y geometria |el ETM
travail idoines en Géométrie et en Probabilité

Denis Tanguay Geometriay |Circulacion

Circulation et coordination dans les espaces de travail, aritmética del

pour une activité articulant géométrie et arithmétique conocimiento
en el ETM
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Carolina Henriquez-Rivas, Elizabeth Montoya-Delgadillo Geometria | Articulacién

El trabajo matemditico de profesores en el trdansito de la analitica y en el marco de
Geometria sintética a la analitica en el liceo sintética los ETM
Romina Menares Espinoza, Elizabeth Montoya Delgadillo Andlisis Paradigmas y
El trabajo matemditico de profesores en su formacion inicial: un ETM

estudio en torno a las funciones continuas.

Athanassios Raftopoulos and Demetris Portides Analisis Perspectiva
The types of change that underlie the transitions among the cognitiva

different types of representations of functions and the ETM

Dominique Laval Algoritmica |Uso de ETM
L’activité Algorithmique comme objet d’apprentissage du concept
de preuve en théorie élémentaire des nombres : algorithme de

kaprekar
Schlosser Fabien Geometria | Perspectiva
Pragmatique de la construction et du fonctionnement des espaces semidtica

de travail géométriques. Etude de cas en Geometrie dans I’ Espace
synthetique au lycee.

Melissa Rodd Geometria | Afectos en
Space for geometric work: points of affect ETM
Athanasios Gagatsis, Eleni Deliyianni and Iliada Elia Numeros Flexibilidad
Representational flexibility profiles in fraction and decimal y

number addition representacion
A. Gagatsis, S. Ozel, 1. Elia, A. Panaoura and Z. Ebrar Y. Ozel Andlisis y Obstaculos.

A unified frame of reference for the study of students’ errors and |nimeros Perspectiva
obstacles within the discursive genesis of the mathematical work cognitiva

space on the concept of absolute value

Rafael Arancibia-Rojas, Carolina Henriquez-Rivas Geometria |ETM personal
Los espacios de trabajo geométrico personal de estudiantes de
liceo: un estudio de casos (Poster 1)

Blanca Souto e Inés M* Gémez-Chacon Algebra Visualizacion
Representaciones y visualizacion en Algebra Lineal, conectando y comparacion
diferentes marcos teoricos (Poster 2) de marcos

S. Estrella, A. Kuzniak, E. Montoya-Delgadillo and L. Vivier Algebra Estudios

El trabajo matemditico en el andlisis: una aproximacion a los comparativos
ETM en Francia y Chile (Poster 3) usando ETM

3. PLANTEAMIENTO DE TRABAJO Y TEMAS DE INVESTIGACION
ABIERTOS

3.1. Horizontes Compartidos

En las presentaciones se abordan gran diversidad de temas matematicos:
probabilidad, geometria sintética y analitica (coordenadas), geometria plana y sélida,
funciones, algoritmica, nimeros via su representacion (fraccional o decimal), el valor
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absoluto, aritmética y teoria de numeros. Esta diversidad confirma la necesidad de
tener que considerar espacios de trabajo matemdtico especificos para diversos
campos matemaéticos, por ejemplo

ETMProbabilidad’ ETMAritmética’ ETMAnélisis

Pero estos campos pueden convertirse en demasiado extensos cuando el
proposito es los estudios didécticos. Especialmente cuando el contexto institucional
favorece el trabajo en un 4rea limitada dentro del campo. Por tanto parece
conveniente considerar espacios de trabajo diferenciados como: el ETMg, ciones O
ETM,1anices © €1 €l caso de la geometria ETM, ica © ETM s iica- A 12 vez que estos
Espacios de Trabajo Matemadtico globales (ETM) podria ser interesante especificar
algunas estructuras ETM locales en torno a una notacion, un teorema... También hay
necesidad de hacer hincapié en como los campos interdisciplinares, como la
aritmética o la modelizacion, pueden ser integrados en ETM.

El tema se planteé en ETM3 y volvi6 a surgir de nuevo en el grupo de trabajo
del Tema 1 bajo diferentes cuestiones como por ejemplo, como se describe si es a
través de un modelo. Si la tarea que se plantea es un cambio de campo como, por
ejemplo, una tarea geométrica que requiere una gran cantidad de medidas y un giro
hacia los cdlculos numéricos. ;Como tener en cuenta la circulacién entre dos espacios
de trabajos paralelos que involucran objetos compartidos por dos espacios de trabajo,
cada uno perteneciente a un campo especifico, y entre planos epistemoldgicos que
involucran objetos compartidos por dos campos pero donde los registros de
presentacion, artefactos, teoremas y definiciones (del marco de referencia tedricos) se
favorecen en alguno de los campos o, simétricamente, no son efectivos en otro.

Este problema conecta con la necesidad, claramente identificada por el grupo,
de considerar el modelo de ETM como un modelo dindmico, en lugar de estético.
Para una tarea determinada el modelo debe permitir la identificacién de circulaciones,
de caminos dentro del ETM o entre dos ETM. Debe permitir encontrar el ajuste de
los tres polos: semidtico, instrumental y discursivo. El trabajo en cada plano vertical
(Sem-Ins, Sem-Dis, Ins-Dis) seria considerado si ofrece (0o no) la la oportunidad de
‘salir’ de un plano y permitir el acceso al tercer polo (por ejemplo, dando acceso al
polo discursivo de la génesis de una demostracion, de un trabajo a priori en el plano
Sem-Ins) generando asi una actividad matematica completa e integrada.

El modelo de espacios de trabajo matemaético, concebido como la circulacién
de espacios entre polos en los planos epistemoldgico y cognitivo, deberia ser una
herramienta del andlisis (a priori tanto como a posteriori). Una herramienta de tareas
de interpretacion y descripcion. Debe permitir la implementacion de un ajuste fino de
las tareas ya construidas pero también debe la elaboracién y ‘calibracién’ de nuevas
situaciones educativas, o de situaciones que aun deben ser experimentadas.
Finalmente, también puede apoyar la observacién y dar tener en cuenta los
experimentos ya realizados haciendo el examen mas fécil, por ejemplo ayudando a la
descripcién del progreso de los alumnos en su trabajo matematico, considerando a los
alumnos aislados o en grupos.
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Visualisation Preuve

Plan cognitif

Genése sémiotique Genése discursive

| (ms,dis)

Genése instrumentale

b,

Référentiel

Représentamen

Artéfacts
Plan épistémologique

Figura 1: Los polos o ejes verticales de los ETM

4. ALGUNOS TEMAS TRANSVERSALES:

4.1. El entrelazado de los tres génesis

La interdependencia fuerte entre los tres génesis se tiene en cuenta en el

modelo a través de la importancia dada a tres planos verticales. El entrelazado de las
tres génesis se ha debatido durante las presentaciones, lo que ha llevado a algunas
preguntas y perspectivas:

24

El tipo de validaciones que da norma a la génesis discursiva de la
demostracion. Cabe entonces preguntarse donde empieza y donde acaba esta
génesis. ;Como se debe considerar en un modelo o enuna justificacion clara?
(Puede un marco tedrico de referencia o una teoria o incluso un paradigma, ser
considerado como una base que garantice consistencia, validez y verdad y
también permita el reconocimiento del grado de generalidad de las
afirmaciones?

La ‘discursividad’ estd involucrada en la génesis semidtica, entre otras, por las
definiciones basadas en la caracterizacion de propiedades y “representamen”
con una carga fuerte teorica o considerada los dibujos geométricos, ‘en
detalle’ como ejemplos del modelo teérico del plano geométrico. ;Coémo,
entonces, ocurre el paso de la génesis semidtica a la génesis discursiva? El
lenguaje asociado a los sistemas de signos debe, probablemente, ser
considerado de manera diferente al lenguaje natural, usado en el eje discursivo
para construir un marco de referencia para la teoria, estando los dos integrados
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en un paradigma.

e ;COmo tener en cuenta las génesis enlazadas con  las herramientas
matematicas en todo su complejidad? Herramientas cargadas de teoria como
los arboles de probabilidad también son artefactos, con su propia génesis
instrumental asociada a lo discursivo. Del mismo modo, las representaciones
semidticas estan impregnadas por el uso de las herramientas técnicas, como por
el ejemplo el dibujo de un circulo estéd ligado con medidor de dngulos o con el
compds, y el uso de estas herramientas ciertamente tiene un importante
impacto en la génesis semidtica y en su conceptualizacion (por ejemplo en el
objeto ‘circulo’). Lo que opera en el plano cognitivo.

El trabajo matematico resulta de interconexion entre las tres génesis. Entonces
es pertinente considerar los tres ejes y los tres planos verticales (combinacion de dos
ejes) como una herramienta analitica para una mejor identificacion y descripcion de
los caminos en el espacio de trabajo. Esta herramienta debe permitir detectarlas
rupturas y localizar posibles encierros y bloqueos dentro de una o dos génesis. Por
ejemplo, para tareas de caricter constructivista, como por ejemplo ‘situaciones
adidécticas’, como evitar un trabajo en el plano Sem-Ins que se convierta inutil
.,,Coémo dirigir el trabajo hacia la génesis discursiva de la demostracién?

Modelizar con el modelo ETM puede facilitar el andlisis de estas
interdependencias, y el término fibracion se ha sugerido como etiqueta para estos
movimientos y transiciones entre diferentes elementos del modelo. De este modo
tendriamos fibraciones internas (entre planos, entre polos, entre registros de
representacion...) y fibraciones externas (entre ETMs de diferentes campos). Estas
fibraciones darian cuenta de la constitucién del trabajo matemdtico pero, por el
contrario, sugeririan procesos deconstructivos cuando los polos resultasen ser, de
modo erréneo, amalgamientos en la comprension del aprendiz (por ejemplo, en la
comprension de un estudiante que distinguiese pobremente entre un discurso
descriptivo, perteneciente a la génesis semidtica, y un discurso demostrativo,
perteneciente a la génesis de la demostracion)

4.2 Algunos temas especificos

Para concluir, mencionamos algunas cuestiones y reflexiones especificas que
surgieron en las presentaciones, y que podrian ofrecernos nuevos campos de
investigacion.

* ;Cbémo evidenciar mejor el caricter dindmico del modelo ETM? La idea seria
ofrecer una visualizacién més operativa usando el diagrama de ETM. En
particular, haciéndola mds operativa para la descripcion de las tareas o
situaciones matemadticas. A la vez esto permitiria una comprension mayor de
la flexibilidad representativa que ofrece.

* Para describir de forma mdés completa el trabajo del profesor, seria
conveniente distinguir lo que sera ETM ‘idoneo, “potencial”” o ‘genérico’
(dado por una instituciéon) de un ETM id6éneo considerado a priori por el
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profesor quien planea su docencia, o un ETM actualizado por ese profesor en
su aula mientras ensena.

(Puede el estudio del ETM Idéneo de los profesores, y de las practicas
escolares -‘praxeologias inducidas-’ ayudar a explicar algunos obstaculos
did4cticos, por ejemplo los que se encuentran en la ensefianza de nociones
como ¢l valor absoluto?

(Cudl podria ser la contribucién de los estudios semidticos como son los
trabajos de Peirce a una investigacion detallada de las génesis en los tres
planos de ETM: sintictico, semdntico y pragmatico? Hacemos notar que un
modelo asi puede volverse y cabria preguntarse si aun seria productivo desde el
punto de vista didéctico.

(Como tener en cuenta las caracteristicas distintivas de los signos y la
representaciones en geométrica sélida? ;Como considerar la génesis semidtica
en la geometria solida?

(Deberiamos considerar la geometria sintética y analitica como dos ETM
localeso como dos ETM globales? Y ;qué pasa con las geometrias plana y
s6lida? En ambos casos, ;como podemos incrementar la circulacién entre las
dos ETM en juego?

(Cémo promover la visualizacién analitica en geometria, en lugar de la
visualizacion iconica? ;Qué tipo de coordinacion entre génesis semidtica y
génesis discursiva deberia fijarse para ello?

(Hay lugar en el ETM para el andlisis de las respuestas emocionales y
dimensiones de afecto y sus repercusiones en el trabajo matematico del
estudiante?
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TOPIC 1

THE MATHEMATICAL WORK AND MATHEMATICAL
WORKING SPACES

Denis Tanguay, Université du Québec a Montréal
Alain Kuzniak, Université Paris Diderot

Athanasios Gagatsis, University of Cyprus

1. INITIAL DESCRIPTION OF TOPIC 1.

The purpose of this topic is, firstly, to elaborate on the theoretical model
defined by the areas of mathematical working space and, secondly, to demonstrate its
possible application as an analytical tool in particular studies. The following
questions could be addressed: What is the reference knowledge and the
understanding used in the MWS? The mathematical work can crystallize ways of
doing and paths of thinking that appear in solving mathematical problems proposed
in teaching or derived from research in mathematics. How do the identification
processes of mathematical work associated with knowledge take place among
teachers and learners? How does the MWS explain the knowledge and activities on
which it is based? The answers to these general questions could depend upon the case
studies from specific areas (geometry, analysis, probability, etc.), but also on
modelling activities using the interaction between real world and mathematical
models. They may also rely on historical or epistemological studies.

2. CONTRIBUTIONS

Author / Title Topic Specifities
Bernard Parzysz Probability Reference and
L’évolution du travail mathématique dans |’ enseignement des Appropriate
probabilités en France MWS
Assia Nechache Probability Validation in

Comparaison de la démarche de la validation dans les espaces
de travail idoines en Géométrie et en Probabilité

and Geometry

MWS

Denis Tanguay
Circulation et coordination dans les espaces de travail,
pour une activité articulant géométrie et arithmétique

Geometry and
arithmetics

Circulation of
knowledge in
MWS

Carolina Henriquez-Rivas, Elizabeth Montoya-Delgadillo
El trabajo matemditico de profesores en el trdansito de la
Geometria sintética a la analitica en el liceo

Analytic and
sinthetic
geometry

Articulation
within MWS
Framework
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El trabajo matemditico en el andlisis: una aproximacion a los
ETM en Francia y Chile (Poster 3)

Romina Menares Espinoza, Elizabeth Montoya Delgadillo Analysis Paradigm and
El trabajo matemdtico de profesores en su formacion inicial: un MWS

estudio en torno a las funciones continuas.

Athanassios Raftopoulos and Demetris Portides Analysis Cognitive
The types of change that underlie the transitions among the perspective.
different types of representations of functions and the ETM

Dominique Laval Algorythmics |Use of MWS
L’activité Algorithmique comme objet d’apprentissage du

concept de preuve en théorie élémentaire des nombres :

algorithme de kaprekar

Schlosser Fabien Geometry Perspective
Pragmatique de la construction et du fonctionnement des semiotic
espaces de travail géométriques. Etude de cas en Geometrie

dans I’Espace synthetique au lycee.

Melissa Rodd Geometry Affects in
Space for geometric work: points of affect MWS
Athanasios Gagatsis*, Eleni Deliyianni** and Iliada Elia* Numbers Flexibility and
Representational flexibility profiles in fraction and decimal representation
number addition

A. Gagatsis, S. Ozel, 1. Elia, A. Panaoura and Z. Ebrar Y. Ozel Analysis and | Obstacles.

A unified frame of reference for the study of students’ errors and |numbers Epistemologic
obstacles within the discursive genesis of the mathematical work al perspective
space on the concept of absolute value

Rafael Arancibia-Rojas, Carolina Henriquez-Rivas Geometry Personal

Los espacios de trabajo geométrico personal de estudiantes de MWS

liceo : un estudio de casos (Poster 1)

Blanca Souto e Inés M* Gémez-Chacon Algebra Visualization
Representaciones y visualizacion en Algebra Lineal, conectando and
diferentes marcos teoricos (Poster 2) frameworks.
S. Estrella, A. Kuzniak, E. Montoya-Delgadillo and L. Vivier Analysis Comparative

studies using
MWS

3. FRAMEWORK AND OPEN RESEARCH QUESTIONS

3.1 Shared Horizons

From the assessment of the presentations emerges the diversity of the tackled
mathematical themes: probability, synthetic and analytic (coordinate) geometries,
plane and solid geometries, functions, algorithmic, numbers with their representations
(fractional, decimal), the absolute value, arithmetic and elementary number theory.
This diversity confirms the necessity of having to consider mathematical working

space specific to particular mathematical fields, e. g.
MWSProbability’ MWSArithmetic’ MWS

Analysis*
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But these fields may turn out to be too broad for the purpose of some didactical
studies, especially when the institutional context favors the work in a limited area
inside the field. We may thus envisage a MWS,  ion» O @ MWS, ..., Or else in the
case of geometry a GWS, o 8 GWS, 5. @ GWS .. @ GWS ;. Alongside these
global MWS, it could be interesting to specify some local MWS structured around a
notion, a theorem... Also, there is a need to reflect on the way cross-field themes,
such as algorithmic or modelling, could be integrated to MWS.

The issue had aroused in ETM3 and came up again in the working group on
Topic 1: how to describe, through the model, a mathematical task that prompts a
change of field such as, typically, geometrical tasks requiring an important work with
measurements and a shift towards numerical computations. How to account for the
circulation between two parallel working spaces each pertaining to a specific field,
and between epistemological planes involving objects shared by two fields but where
registers of representation, artefacts, theorems or definitions (from the theoretical
frame of references) are favored in one of the fields or symmetrically, are ineffective
in the other one.

This issue is linked to the necessity, clearly identified by the group, for
considering the MWS model as a dynamic, rather than static, model. For a given task,
the model should allow the identification of circulations, of paths inside the MWS or
between two MWS, it must enable tracking down the possible tuning of the three
poles: semiotic, instrumental and discursive. The work in each of the vertical plane
(Sem-Ins, Sem-Dis, Ins-Dis) would then be considered for enabling, or not, the
opportunity of ‘getting out’ of a given plane and of gaining access to the third pole —
for instance gaining access to the discursive pole of proof genesis, from a work a
priori in the [Sem-Ins] plane —, thus giving rise to a complete and integrative
mathematical activity.

The model of Mathematical Working Space, conceived as a circulation space
between poles in the epistemological and cognitive planes, must be a tool of analysis
(a priori as much as a posteriori), a tool of tasks interpretation and description. It
must enable the implementation and the fine tuning of already constructed tasks but
must also enable the elaboration and ‘calibration’ of new teaching situations, or of
situations still to be experimented. Finally, it may support the observation and
account for experimentations already conducted by making the examination easier,
for example in helping the description of students’ progress in their mathematical
work, students being considered in isolation or in group.
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Visualisation Preuve
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Figure 1: The poles or vertical axes of MWS

4. SOME TRANSVERSE ISSUES

4.1 The interweaving of the three geneses

The problem of the strong interdependency between the three geneses is taken

into account in the model by the importance imparted to the three vertical planes in
outlining the mathematical work. The interweaving of the three geneses has been
discussed during the presentations, and some questions and perspectives have been
drawn.

30

The expected type of validation shapes the discursive genesis of proof, and one
may then wonder where does this genesis begin and where does it end. How
should be considered, in the model, a plain justification? Could a frame of
references, and eventually a theory or even a paradigm, be thought about as an
underpinning that warrant consistency, validity and truth, and also allow the
acknowledgement of the generality degree to be allotted to statements.
‘Discursivity’ is involved in the semiotic genesis, with among other things
definitions based on characterizing properties and representamen loaded with
theory, such as geometrical drawings, to be considered in fine as specimen
samples in a set-theoretic model of the geometrical plane. How then does the
shift from the semiotic genesis to the discursive genesis occur? The languages
associated to systems of signs must probably be considered differently from
natural languages, used in the discursive pole to construct the frame of
references and the theory, the two being integrated into a paradigm.

How to account for geneses linked to mathematical tools in all their
complexity? Tools loaded with theory such as the tree in probability are also
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artefacts, with their own instrumental genesis in which discursivity has a role

to play. In the same way, semiotic representations are pervaded by the usage of

technical tools, as for instance the drawing of a circle is linked to the protractor
or the compass, and the usage of these tools has certainly an important impact
on the semiotic genesis and on the conceptualization (for instance of the object

‘circle’) thus sparked off in the cognitive plane.

The mathematical work follows from the interweaving of the three geneses,
and one must then regard the three axes and the three vertical planes (combination of
two axes) as an analytical tool for better identifying and describing the paths in the
working space. This tool must also enable to detect breaches, to track down the
possible confinements and blockages inside one or two geneses. For example, for
tasks of a strong constructivist quality such as ‘adidactic situations’, how to avoid a
work in the [Sem-Ins] plane that runs idle in it. How then to inflect the work towards
the discursive genesis of proof?

Modelling with the MWS model may facilitate the analysis of all of these
interdependencies, and the term fibration has been suggested to label these moves
and transitions between the different elements of the model. In this way, we would
have internal fibrations (between planes, between poles, between registers of
representation...) and external fibrations (between the MWS of different fields).
These fibrations would account for the constitution of the mathematical work but
conversely, they would suggest deconstruction processes when the poles come out to
be, in a muddled and erroneous way, amalgamated in the learner understanding; as,
for instance, in the understanding of a student who would poorly distinguish between
a description discourse, pertaining to the semiotic genesis, and a proving discourse,
pertaining to the discursive genesis of proof.

4.2 Some more specific issues

To conclude, let us mention some specific questions and reflections raised in
the course of the presentations, and which could constitute interesting openings for
research.

* How to better emphasize the dynamic aspect and quality of the MWS model?
The 1dea would be to make the visualization more operational using the MWS
diagram, in particular by making it more workable for the description of
mathematical tasks or situations. At the same time, it may allow an easier
detection and understanding of representational flexibility.

* To describe more completely the work of the teacher, we may want to
distinguish what would be a ‘potential’ or ‘generic’ appropriate MWS (‘ETM
idoine’) in a given schooling institution, from an appropriate MWS considered
a priori by the teacher who is planning her or his teaching, or else from the
MWS as it 1s actualized by this teacher in her or his classroom when she or he
teach.

* Does the study of appropriate MWS for teachers, and of the resulting school
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practices or even of the resulting ‘praxeologies’ may help in explaining some
didactical obstacles, for instance those encountered in the teaching of a notion
such as the absolute value?

What could be the contribution of semiotic studies in a detailed investigation of
the geneses with the consideration of, why not, a MWS in three planes,
syntactic, semiotic and pragmatic, as in Peirce’s work? But at the same time,
and this would be true for other refinements, with the model thus becoming
more complex would it still be productive from a didactic standpoint?

How taking into account the distinctive characteristics of signs and
representations in solid geometry? How to think of semiotic genesis in solid
geometry?

Should we consider synthetic geometry and analytic geometry as two local
GWS or as two global GWS? And what about plane and solid geometries? In
the two instances, how to help and increase the circulation between the two
GWS at stake?

How to promote an analytic visualization in geometry, rather than an iconic
visualization? What type of coordination between the semiotic genesis and the
discursive genesis should be set up for this?

Is there some place to be made in MWS for proprioception, emotional
responses, ‘points of affect’ and their influence on students’ mathematical
work?
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THEME 1

LE TRAVAIL MATHEMATIQUE ET LES ESPACES DE TRAVAIL
MATHEMATIQUE

Denis Tanguay, Université du Québec a Montréal
Alain Kuzniak, Université Paris Diderot

Athanasios Gagatsis, University of Cyprus

1. DESCRIPTION INITIAL DU THEME 1.

L’objet de ce theme est, d’une part, d’approfondir le modele théorique défini
par les Espaces de Travail Mathématique et, d’autre part, d’en montrer les utilisations
possibles comme outil d’analyse dans des études particulieres. Les questions
suivantes pourront notamment €tre abordées : quels sont les savoirs de référence et
les connaissances mobilis€ées dans les ETM. Le travail mathématique permet de
cristalliser des manieres de faire et des cheminements de penser qui apparaissent dans
la résolution des problemes de mathématiques proposés dans l'enseignement ou qui
sont issues de la recherche en mathématiques? Comment s'opere, chez les
enseignants, les formateurs et chez les éleves, ce processus d'identification du travail
mathématique associ€ a des savoirs et des connaissances? Comment les ETM
prennent-ils en charge la question des savoirs et d'activités qui en sont les supports ?
Les réponses a ces questions générales pourront s'appuyer sur des études de cas prises
dans le cadre d'enseignement de domaines spécifiques (géométrie, analyse,
probabilités, etc.) mais aussi sur des activités de modélisation mettant en interaction
monde réel et modeles mathématiques. Elles peuvent aussi s'appuyer sur des études
historiques ou épistémologiques.

2. CONTRIBUTIONS

Auteur / Titre Theme Specifities
Bernard Parzysz Probabilités |ETM de
L’évolution du travail mathématique dans |’ enseignement des référence et
probabilités en France idoine a priori
Assia Nechache Probabilités | Validation

Comparaison de la démarche de la validation dans les espaces de |et géométrie |dans les ETM
travail idoines en Géométrie et en Probabilité

Denis Tanguay Géométrie et |Circulation du
Circulation et coordination dans les espaces de travail, arithmétique |savoir dans les
pour une activité articulant géométrie et arithmétique ETM

Carolina Henriquez-Rivas, Elizabeth Montoya-Delgadillo Géométrie | Articulation
El trabajo matemditico de profesores en el trdansito de la analytique et |dans le cadre
Geometria sintética a la analitica en el liceo synthetique |des ETM
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Romina Menares Espinoza, Elizabeth Montoya Delgadillo Analyse Paradigmes et
El trabajo matemdtico de profesores en su formacion inicial: un ETM

estudio en torno a las funciones continuas.

Athanassios Raftopoulos and Demetris Portides Analyse Perspective
The types of change that underlie the transitions among the cognitive.
different types of representations of functions and the ETM

Dominique Laval Algorithmiqu | Usage des
L’activité Algorithmique comme objet d’apprentissage du concept |e ETM

de preuve en théorie élémentaire des nombres : algorithme de

kaprekar

Schlosser Fabien Géométrie | Perspective
Pragmatique de la construction et du fonctionnement des espaces sémiotique

de travail géométriques. Etude de cas en Geometrie dans I’ Espace

synthetique au lycee.

Melissa Rodd Géométrie |Les affects en
Space for geometric work: points of affect ETM
Athanasios Gagatsis*, Eleni Deliyianni** and Iliada Elia* Nombre Flexibilité et
Representational flexibility profiles in fraction and decimal representation
number addition

A. Gagatsis, S. Ozel, 1. Elia, A. Panaoura and Z. Ebrar Y. Ozel Analyse et Obstacles.

A unified frame of reference for the study of students’ errors and |nombre Perspective
obstacles within the discursive genesis of the mathematical work épistémologiq
space on the concept of absolute value ue

Rafael Arancibia-Rojas, Carolina Henriquez-Rivas Géométrie |ETM personal
Los espacios de trabajo geométrico personal de estudiantes de

liceo : un estudio de casos (Poster 1)

Blanca Souto e Inés M* Gémez-Chacon Algebra Visualization
Representaciones y visualizacion en Algebra Lineal, conectando par rapport des
diferentes marcos teoricos (Poster 2) cadres.

S. Estrella, A. Kuzniak, E. Montoya-Delgadillo and L. Vivier Analyse Etudes

El trabajo matemditico en el andlisis: una aproximacion a los comparative

ETM en Francia y Chile (Poster 3)

utilisant les
ETM

3. CADRE DE TRAVAIL ET QUESTIONS DE RECHERCE OUVERTES

3.1 Des horizons communs

Le bilan des présentations du théme 1 a fait ressortir la diversité des themes
mathématiques abordés : probabilités, géométries synthétique et analytique (en
coordonnées), géométries plane et spatiale, les fonctions, 1’algorithmique, les
nombres, avec des considérations sur leurs représentations (fractionnaires et
décimales), sur la valeur absolue, sur I’arithmétique et la théorie élémentaire des
nombres. Cette diversité a confirmé la nécessité de considérer des espaces de travail
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mathématique propres a des domaines mathématiques spécifiques :

ETMProbabilités ’ ETMArithmétique ’ ETMAnalyse'

Mais ces domaines peuvent s'avérer trop étendus pour certaines études
didactiques notamment quand le contexte institutionnel prévoit ou favorise un travail
bien circonscrit a certains sous-domaines. On peut ainsi penser a un ETM aun
ETM,1,uicess OU €ncore dans le cas de la géométrie a des ETG
ETGplane’ ETGspatiale'

A coté de ces ETM globaux, il peut €tre intéressant de préciser des ETM
locaux structurés autour d'une notion, d'un théoreme. A l'inverse, il y a lieu aussi de
voir comment s'integrent dans les ETM des thémes nouveaux ou plus transversaux
comme l'algorithmique, la modélisation...

La question s’était posée a ETM3 et a refait surface dans le groupe de travail
sur le Theme 1: comment décrire, grace au modele, une tiche mathématique qui
donne lieu a des changements de domaines, comme peuvent 1’€tre typiquement ces
taches de géométrie ou un important travail (numérique) sur les mesures est requis ?
Comment rendre compte de la circulation entre des espaces de travail paralleles, entre
des plans épistémologiques ou vivent des objets communs a deux domaines mais ou
des registres de représentations, des artefacts, des théoremes ou définitions du
référentiel théorique sont privilégiés par un des domaines en cause ou a l’inverse,
sont inopérants dans un des domaines.

Cette question est liée a la nécessité, clairement affirmée dans le groupe,
d’envisager le modele des ETM comme un modele dynamique et non statique. Pour
une tache donnée, le modele doit permettre d’identifier les circulations, les parcours a
I’intérieur d’un ETM ou entre deux ETM, il doit permettre de repérer les mises en
résonance possibles des trois poles, sémiotique, instrumental et discursif. Le travail
dans chacun des plans verticaux (Sém-Ins, Sém-Dis et Ins-Dis) serait donc a
envisager pour les possibilités qu’il offre ou non de « sortir » d'un plan donné, et
d’accéder au troisieme pdle — par exemple celui de la genese discursive de la preuve
a partir d’un travail a priori dans Sém-Ins — et ainsi de mobiliser une activité
mathématique complete et intégrative.

Le modele de I'ETM, congu comme un espace de circulation entre les pdles
dans les plans épistémologique et cognitif, doit pouvoir €tre un outil d’analyse (tant a
priori qu’a posteriori), d’interprétation et de description de tiches. Il peut ainsi servir
a la mise en place et a I’ajustement de tiches déja construites mais aussi permettre
I’élaboration ou le calibrage de situations d’enseignement nouvelles et encore a
expérimenter. Enfin, il peut étoffer I'observation et le compte rendu
d’expérimentations pour en faciliter l'examen, en décrivant notamment le
cheminement d’éleves pris isolément ou en groupe dans leur travail mathématique.

Fonctions®

ETG

synthétique > analytique
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Visualisation Preuve

- Construction
Plan cognitif

Genése sémiotique Genése discursive

(sém-dis

(SemﬂnS) (l nsdl\}

Genése instrumentale

Référentiel

Représentamen

Artéfacts

Plan épistémologique

Figure 1: Les poles ou axes verticaux dans ’ETM

4. DES QUESTIONS TRANSVERSALES

4.1 Le tissage des trois geneses

Le probleme de la forte interdépendance entre les trois geneses est pris en

charge dans le modele a travers l'importance accordée aux plans verticaux dans
I'élaboration du travail mathématique. L'imbrication de ces geneses a été discutée lors
des présentations qui ont dégagé certaines questions et perspectives.
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Le type de validation demandé influe sur la genese discursive de la preuve
dont on doit alors se demander ou elle commence et finit. Comment considérer,
dans le modele, la simple justification ? Un référentiel, et a terme une théorie
ou méme un paradigme, peuvent-ils étre considérés comme le point d’appui a
identifier pour assurer la cohérence, la validité et la vérité, ainsi que la
reconnaissance de la généralité des énoncés ?

Le «discursif » est impliqué dans la genese sémiotique, avec entre autres les
définitions basées sur des propriét€s caractéristiques et des representamen
chargés de théorie tels les dessins géométriques, considérés in fine comme
représentants génériques dans un modele ensembliste du plan. Comment
s’opere alors le passage de la genese sémiotique a la genese discursive ? Les
langages associés aux systemes de signes doivent sans doute €tre envisagés
différemment du langage (naturel) utilis€ dans I’axe discursif (de la genese
discursive) pour 1’élaboration du référentiel et la construction de la théorie, les
deux pilotés au sein d’un paradigme.

Comment rendre compte des geneses liées aux outils mathématique dans toute
leur complexité ? Des outils chargés de théorie comme 1'arbre en probabilités
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sont également des artefacts, avec leur propre genese instrumentale associée a
du discursif. De méme, des représentations sémiotiques sont imprégnées par
l'usage d'outils techniques, comme le dessin du « cercle » est lié au rapporteur
et au compas, et l'usage de ces outils a certainement un impact important sur la
genese sémiotique et la conceptualisation (par exemple de 1'objet « cercle »)
qui s'opere alors dans le plan cognitif.

Le travail mathématique résulte du tissage des trois geneses, et il convient alors
de considérer les trois axes et les trois plans verticaux (combinaison de deux axes)
comme un outil d’analyse pour mieux discerner et décrire les parcours dans I’espace
de travail. Cet outil doit aussi permettre d'identifier des ruptures, de repérer des
enfermements et des blocages a I'intérieur d’une ou de deux geneses. Par exemple,
pour des taches au caractere constructiviste treés prononcé comme des situations
adidactiques, comment éviter un travail dans le plan [Sém-Ins] qui y tourne a vide.
Comment infléchir alors ce travail vers I’axe de la genese discursive de la preuve ?

La modélisation par les ETM pourrait faciliter 1'analyse de toutes ces
interdépendances et le terme de fibration a été suggéré pour désigner ces échanges et
transitions entre les différents éléments du modele. Ainsi, il existe des fibrations
internes (entre les plans, entre les pdles, entre les registres de représentation...) et des
fibrations externes (entre les ETM de différents domaines). Ces fibrations doivent
décrire la constitution du travail mathématique mais réciproquement, elles doivent
aussi permettre un travail de déconstruction lorsque tous ces pdles apparaissent,
confusément et de maniere erronée, amalgamés chez les apprenants. Comme, par
exemple, chez un éleve qui distinguerait mal un discours de description, relevant de
la genese sémiotique, d’un discours de preuve.

4.2 Quelques questions plus spécifiques

Pour finir, nous retenons quelques questions ou réflexions plus pointues
soulevées au fil des présentations et qui pourraient ouvrir d'intéressantes pistes de
recherche dans l'avenir.

* Comment mieux mettre en évidence les aspects et caractere dynamiques du
modele des ETM ? L'idée serait de rendre plus opérationnelle la visualisation
du travail grace au diagramme des ETM, notamment en facilitant son emploi
pour décrire les tiches ou les situations mathématiques. Dans le méme temps,
cela permettrait peut-€tre un repérage plus facile et une compréhension accrue
de la flexibilité représentationnelle ?

* Pour décrire plus completement le travail du professeur, distinguer ce qui serait
un ETM idoine « potentiel » ou « générique » (pour une institution scolaire
donnée), d’'un ETM idoine envisagé a priori par I’enseignant qui planifie son
enseignement, ou encore d’un ETM idoine tel qu’il est actualisé par cet
enseignant dans sa classe.

* Est-ce que I’étude des ETM idoines des enseignants et des pratiques scolaires,
voire des praxéologies induites, peuvent aider a expliquer certains obstacles
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didactiques, par exemple ceux rencontrés dans I’enseignement d’une notion
comme la valeur absolue?

Quel pourrait étre I'apport des études sémiotiques sur une étude détaillée des
geneses avec, pourquoi pas, un ETM en trois plans, syntactique, sémantique et
pragmatique, adoptant un point de vue sémiotique « a la Peirce » ? Dans le
méme temps, et c'est vrai d'autres raffinements du modele, -cette
complexification du modele reste-t-elle productive d'un point de vue
didactique ?

Comment prendre en compte les particularités des signes et des représentations
en géométrie spatiale ? Comment envisager la genese sémiotique en géométrie
spatiale ?

Doit-on considérer la géométrie synthétique et la géométrie analytique comme
deux ETG locaux ou globaux ? De méme, pour la géométrie plane et la
géométrie spatiale ? Dans les deux cas, comment favoriser la circulation entre
les deux ?

Comment promouvoir une visualisation plus analytique qu’iconique en
géométrie ? Quel type de coordination entre la genese s€miotique et la genese
discursive serait a mettre en place pour cela?

Y a-t-il une place dans le modele pour les réponses émotionnelles, les affects et
leurs influences sur le travail mathématique des éleves?
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EVOLUTION DU TRAVAIL MATHEMATIQUE DANS
L’ENSEIGNEMENT DES PROBABILITES EN FRANCE DEPUIS
1980

Bernard Parzysz
Université d’Orléans & LDAR (université Paris-Diderot)

L’enseignement des probabilités a considérablement évolué depuis la fin du siecle
dernier, notamment en raison du développement des moyens de traitement
d’information et de communication. En France, comme dans bien d’autres pays, on
est passé d’une approche purement cardinaliste a une approche intégrant le point de
vue fréquentiste, ce qui a notamment permis de prendre en compte de nouveaux types
d’expériences aléatoires. De nouveaux artefacts ont fait leur apparition et, de facon
concomitante, le point de vue de la modélisation a été privilégié en raison de son lien
avec la simulation informatique. Cet article a pour objet d’analyser les modifications
subies par les divers espaces de travail au cours de cette évolution, en mettant en
évidence les continuités et les ruptures qui ont pu apparaitre.

Mots-clés. Probabilités. Enseignement secondaire francais. Espace de travail
mathématique. Etude diachronique.

INTRODUCTION

Il y a une dizaine d’années j’avais brossé un panorama de I’évolution de
I’enseignement de la statistique et des probabilités dans le secondaire en France
(Parzysz 2003). Depuis, cet enseignement a encore fait 1’objet de transformations non
négligeables, tant en ce qui concerne les points de vue adoptés que les savoirs et
savoir-faire en jeu. Je vais ici étendre cette évolution jusqu’a aujourd’hui, en me
placant du point de vue des espaces de travail mathématique, afin d’étudier les
continuités et les ruptures qu’ils ont subies du fait des modifications importantes
intervenues dans les curricula.

J’ai précédemment proposé une adaptation du cadre théorique des espaces de
travail géométrique (Kuzniak 2011) au domaine des probabilités et de la statistique
(Parzysz 2011, 2014), qui articule trois paradigmes :

* un paradigme probabiliste « pseudo-concret » (P1) constituant une premiere
théorisation, relativement peu formalisée, de la situation réelle (Henry 2001) ;

* un paradigme probabiliste plus formel (P2) fondé sur la notion d’espace
probabilisé fini, dont I’horizon théorique est une axiomatique de type
Kolmogorov (paradigme P3) ;

* un paradigme statistique (SD), lié a la statistique descriptive, basé sur la notion
de série statistique et incluant les principaux parametres de position et de
dispersion.
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LE POINT DE VUE CARDINALISTE

L’enseignement des probabilités a commencé a se généraliser dans
I’enseignement secondaire frangais dans les années 1970, dans la foulée de la réforme
dite des « mathématiques modernes ». Le point de vue adopté s’intégrait bien dans la
« théorie des ensembles » car les probabilités y apparaissaient comme un terrain
d’application privilégié de la combinatoire lorsqu’on les considérait du point de vue
« cardinaliste » : étant donné une expérience aléatoire, on lui associe un espace (fini)
constitué d’un ensemble €2, sur I’ensemble des parties duquel on définit une
application p dans [0 ; 1] possédant certaines propriétés. Ici sont seules prises en
compte les applications p prenant la mé€me valeur sur les singletons de Q; la
probabilité d’un événement A (partie de €2) est alors le quotient du cardinal de A par
celui de Q2 (formule dite « de Laplace »). L’espace théorique de référence est de type
axiomatique — en l’occurrence un paradigme P2 assumé — pouvant méme aller
jusqu’a un P3 subreptice (notion de tribu), ’horizon P3 étant la théorie élaborée par
Andrei Kolmogorov en 1933.

Ce qui est alors premier pour les auteurs des programmes, c’est la
combinatoire et non les probabilités : ainsi, dans les programmes de 1982, les
probabilités n’apparaissent qu’en terminale, en application des dénombrements.

L’expérience aléatoire étant décrite et I’événement dont il s’agit de trouver la
probabilité étant donné, la tiche incombant a I’éleve consiste a :

1° lui associer un « bon » univers, c¢’est-a-dire déterminer un ensemble €2 dont
on peut a juste raison penser que tous les €léments ont la méme probabilité de se
produire ;

2° identifier I’événement en question a une partie E de Q2 ;

3° calculer les cardinaux de €2 et de E, puis en faire le quotient.

L’espace de travail idoine fait donc intervenir tour a tour trois domaines :

* les opérations sur les ensembles
* la combinatoire
* les probabilités.

Ce dernier domaine n’est en réalité que le faire-valoir des deux autres,
I’essentiel des difficultés se situant dans les calculs de dénombrement, et le calcul de
probabilités se bornant le plus souvent a effectuer un quotient.

Un autre indice de cette subordination des probabilités a d’autres domaines
mathématiques est la fréquence des « glissements » que 1’on peut observer dans les
exercices des manuels. Mais progressivement les probabilités prennent une place plus
importante dans les programmes et s’étendent a toutes les sections, tout en conservant
le méme point de vue cardinaliste. La statistique descriptive, quant a elle, constitue
un autre chapitre du programme, sans aucun lien avec les probabilités.

LE POINT DE VUE FREQUENTISTE

Dans les programmes de 1991 apparait en premiere un nouveau point de vue,
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ainsi présenté :
Pour introduire la notion de probabilité, on s’appuiera sur I’étude de séries statistiques
obtenues par répétition d’une expérience aléatoire, en soulignant les propriétés des
fréquences et la relative stabilité de la fréquence d’un événement donné lorsque cette
expérience est répétée un grand nombre de fois.
(BOEN 1991 p. 39)

Ce point de vue « fréquentiste » établit un lien entre la statistique et les
probabilités, et met en place une approche expérimentale de la notion de probabilité,
puisqu’il conduit a mettre en place une expérience aléatoire et a la répéter « un grand
nombre de fois » dans les mémes conditions. Une raison de son introduction est sans
doute qu’il présente 1’avantage de permettre la prise en compte d’expériences
aléatoires qui étaient jusque-la hors du champ des anciens programmes, a savoir
celles pour lesquelles on n’arrive pas a exhiber un espace probabilis€ muni de
I’équiprobabilité. Un exemple du type « Bernoulli » va alors devenir emblématique et
tres populaire : celui du lancer d’une punaise de bureau, qui peut retomber pointe en
haut ou pointe en bas et pour laquelle on n’a a priori aucune raison de présupposer
I’équiprobabilité des deux issues, ni méme un modele quelconque.

La diffusion des technologies dans 1’enseignement, avec 1’incorporation d’un
générateur aléatoire dans les calculatrices de poche et les ordinateurs, n’est sans
doute pas étrangere a cette évolution. Mais ce type d’approche présente néanmoins
une difficulté fondamentale. En effet, dans 1’approche cardinaliste des précédents
programmes la distribution de probabilité était justifiée par des considérations de
symétrie ou par une hypotheése « raisonnable » (piece équilibrée, dé non pipé, tirage
au hasard, etc.) [1], mais on pouvait en déduire la valeur de la probabilité, ce qui
n’est pas le cas ici car on ne peut en avoir que des approximations. Il s’agit
maintenant pour 1’enseignant de faire entreprendre aux éleves une démarche de type
expérimental relevant de la statistique descriptive : observation des répétitions de
I’expérience, calcul de la fréquence de la modalité observée, conjecture sur
I’évolution de cette fréquence. Il s’agit ensuite d’effectuer un saut conceptuel,
consistant a accepter le postulat de ’existence d’une limite (la probabilité) et a
décider de sa valeur. On sera alors dans le domaine théorique des probabilités.

Dans cette démarche, 1’espace de travail idoine se situe d’abord dans le
paradigme probabiliste P1 pour identifier un modele « pseudo-concret» de
I’expérience (mise au point d’un protocole, détermination des issues), puis il passe
dans la statistique descriptive (SD) pour travailler sur les fréquences, et enfin dans le
paradigme probabiliste P2 pour définir une probabilité et éventuellement travailler
dans le modele ainsi défini. L’horizon théorique sous-jacent a cette démarche
expérimentale est la théorie axiomatique P3, et plus précisément la loi faible des
grands nombres (BOEN 2000).

Le point de vue cardinaliste n’est pas abandonné pour autant, tant s’en faut. Il
s’agit alors de concilier les deux points de vue et de montrer leur cohérence, ce qui
peut étre réalisé en s’intéressant a une expérience a laquelle on peut associer un
modele canonique équiprobable et en comparant I’évolution de la fréquence a la

ETM4 41



probabilité prévue par le modele. La quasi-totalité des exercices proposés dans les
manuels se réferent en fait a des univers avec équiprobabilité et ne different guere de
ceux qui étaient proposés auparavant, si ce n’est qu’ils font appel a moins de
technicité combinatoire. La démarche fréquentiste privilégiée par les programmes se
présente donc comme une approche en amont de la définition cardinaliste de la
probabilité.

DES OUTILS GRAPHIQUES

L’enseignement de [’aléatoire va accompagner 1’évolution générale de la
société vers la composante visuelle des connaissances en prenant explicitement en
compte les outils graphiques. Plusieurs d’entre eux vont €tre mentionnés dans les
programmes de probabilités et enrichir I’axe instrumental de 1’espace de travail
idoine : le diagramme ensembliste, le tableau a double entrée et 1’arbre pondéré,
types de représentations couramment utilis€s dans d’autres disciplines comme la
biologie, la géographie, I’économie... En 1991, les programmes de premiere citent
les arbres et tableaux comme outils « pour organiser et dénombrer des données »
(BOEN 1991) : il ne s’agit donc pas de tableaux et d’arbres de probabilit€és mais de
tableaux et d’arbres d’effectifs.

Tableau a double entrée et arbre de probabilités sont pourtant associés assez
naturellement a la probabilité conditionnelle, qui depuis 1982 figure au programme
de terminale D (maths-sciences) et s’étend a toutes les sections en 1991. Il ne s’agit
pas seulement d’outils de visualisation, mais bien de registres de représentation
sémiotique au sens de Duval (1995), possédant leurs regles spécifiques de traitement
et de conversion (Dupuis & Rousset-Bert 1996). Mais il faut attendre 1998 pour que
I’arbre de probabilités fasse officiellement son entrée dans les programmes de
terminale, bient6t accompagné d’autres registres : « On utilisera a bon escient les
représentations telles que tableaux, arbres, diagrammes, etc., efficaces pour résoudre
des problemes de probabilités » (BOEN 2001). Cette formulation un peu vague est
alors assortie du commentaire suivant: « Un arbre de probabilité correctement
construit constitue une preuve » (ibid.). Ainsi, cet artefact jouit désormais d’une
existence officielle et se voit doté d’un statut incluant des regles de construction
(Parzysz 1997, Grangé 2003) ainsi qu’une fonction : celle d’outil de preuve

Cet outil va intégrer ’espace de travail idoine potentiel, car les manuels vont
en général jouer le jeu, et a partir de I’édition 1998 vont intégrer les arbres de
probabilités a des degrés divers :

* soit comme simple illustration d’un exemple,
* soit en en précisant les regles de construction et d’utilisation.
On les trouvera aussi dans les exercices, ou on demandera :
* de construire ou de compléter un arbre (exercices d’écriture) :
* de déterminer certaines probabilités a partir d’un arbre (exercices de lecture).

Les regles de traitement du registre des arbres font ainsi leur apparition dans

I’espace de travail probabiliste idoine, mais les regles de conversion d’arbre vers
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tableau et inversement sont treés exceptionnelles, en dépit du fait que ces deux outils
peuvent €tre amenés a jouer des roles complémentaires dans la détermination des
probabilités conditionnelles. L.’arbre de probabilités — et plus encore le tableau — va
néanmoins avoir quelque peine a €tre intégré dans 1’espace de travail idoine, en
raison d’un préjugé tenace des enseignants vis-a-vis du domaine visuel, peut-€tre
hérité de I’enseignement de la géométrie. Malgré tout, petit a petit, cet outil va finir
par se faire une place dans I’enseignement des probabilités en France.

Du c6té des éleves, les regles de fonctionnement et les utilisations de ces
nouveaux artefacts vont désormais s’inscrire dans leur espace de travail personnel,
leur appropriation posant la question de leur passage du statut d’outil a celui
d’instrument (Rabardel 1995).

SIMULATION ET MODELISATION

Ayant récemment étudié ailleurs comment s’articulaient les divers paradigmes
dans les activités de simulation introduites dans les programmes de I’enseignement
secondaire francais (Parzysz 2014), je me contenterai ici d’en rappeler les grandes
lignes.

Situation réelle
Question ——————————>> Réponse

?

Modélisation Traduction

v

Probabilités
Modele )
semi-concret Conjecture
Tahleur Loi des grands nombres
Expérimentation Résultat

Statistique descriptive

Figure 1

Dans les années 1990 les limites de la répétition « manuelle » d’une expérience
aléatoire apparaissaient vite, car la convergence de la fréquence est tres lente. Bien
sir, on pouvait toujours, comme le faisaient certains enseignants, fournir aux éleves
des feuilles de relevés, mais alors I’expérimentation disparaissait de facto. Les
progres de la technologie vont permettre de simuler les expériences aléatoires, grice
au générateur aléatoire de la calculatrice et de 1’ordinateur. La simulation est
introduite officiellement dans les programmes de premiere et de terminale de 2001.
Le mot « simulation » sert ici a désigner une simulation obtenue a 1’aide d’une
technologie — calculatrice ou tableur de I’ordinateur — faisant usage d’un générateur
aléatoire. Si les éleves ne se posent guere de questions au sujet du générateur
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(Produit-il réellement du hasard ? Est-il fiable ? Etc.), il n’en va pas de méme pour sa
mise en ceuvre dans la réalisation d’une simulation. La démarche fait intervenir
alternativement les deux paradigmes P2 et SD, comme le montre le schéma de la
figure 1.

Les éleves sont désormais habitués a utiliser les technologies en
mathématiques, que ce soit en géométrie, en algebre ou en analyse, et a leur accorder
une confiance sans limite (parfois a tort). Le danger qui en résulte est un risque de
confusion entre les résultats donnés par la théorie et ceux fournis par la machine.
C’est également le cas en probabilités, ou I’espace de travail va inclure la
programmation et I’interprétation des résultats fournis. Résultats qui, dans le domaine
statistique, seront des domnnées, mais qui, dans le domaine des probabilités, ne
pourront €tre que des conjectures.

La confiance des éleves en la machine, renforcée par 1’analogie que présentent
les notions des deux domaines, les conduit souvent a estomper la distinction entre
fréquence et probabilité. Il apparait donc indispensable de leur faire prendre
conscience des limites de la technologie, de facon a leur permettre de distinguer
nettement I’expérimental et le théorique. Voici un exemple dans lequel la machine se
révele incapable de fournir la réponse attendue.

Exemple. La simulation d’une loi de Bernoulli B(p) a été programmée sur le
tableur, répétée 10000 fois et on demande a quelqu’un qui ignore la valeur de p de
trouver cette valeur. Il fait alors afficher la moyenne de succes, puis recommence
alors dix fois I’épreuve et note les résultats :

0,7081 0,7094 0,7096 0,7072 0,7127 0,7120 0,7053 0,7133 0,7110 0,7081

On ne peut bien siir pas en tirer la valeur de p ; on peut seulement dire qu’elle
est de 'ordre de 0,7. La seule facon de la connaitre est d’accéder au programme, et
on s’apercoit alors que la simulation serait de toute facon incapable de la fournir,
méme en augmentant indéfiniment le nombre d’itérations, pour la raison qu’il s’agit

d’un nombre irrationnel (en 1’occurrence il s’agit de 1/v2).

Deux paradigmes interviennent ici, qui entrent en contradiction : le modele
bernoullien programmé, qui releve du paradigme P2, ne peut &tre atteint par
I’expérimentation, laquelle fait intervenir le paradigme SD (simulation), marqué par
la limitation du nombre d’itérations.

On I’a vu, la simulation, telle qu’elle est comprise dans les programmes,
nécessite la programmation d’une machine. Ceci ne peut étre réalisé qu’en élaborant
un modele de type probabiliste de I’expérience, comme 1'indique d’ailleurs le
programme : « On indiquera que simuler une expérience consiste a Ssimuler un
modele de cette expérience.» (BOEN 2000 p. 35)

DU DISCRET AU CONTINU

Au tournant de I’année 2000 est apparue une rupture dans I’enseignement des
probabilités, qui s’est traduite par 1’introduction dans les programmes d’éléments de
statistique inférentielle (voir plus loin) et de lois de probabilité continues a densité
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(dont la loi normale).

Depuis lors, plusieurs lois de probabilité a densité sont au programme de
terminale, et celui de 2011 stipule d’aborder la « notion de loi a densité a partir
d’exemples » (BOEN 2011 p. 12). L’annexe au document d’accompagnement des
programmes de 2002 suggere de partir de 1’histogramme de fréquences d’une série
statistique correspondant a une variable continue (taille d’hommes adultes) et de
chercher «une fonction f dont la courbe €pouse [’histogramme, [’aire sous cette
courbe devant étre égale a 1 » (GEPS 2002 p. 143), en précisant toutefois que
« déterminer une telle fonction est un probleme délicat » (ibid.).

Le document ressource de 2012 préconise de partir d’une variable aléatoire X

suivant la loi binomiale B(#n ; p), de la centrer et de la réduire (loi de Z = (X —

np)/\/np(1 — p)) et de visualiser le théoréme de Moivre-Laplace. Le diagramme en
batons de cette derniere loi est transformé en histogramme, dont «les bords
supérieurs des rectangles font apparaitre une courbe réguliere et symétriqgue » (MEN
2012b p. 6), ladite courbe étant celle de la fonction f définie sur R par fix) =

(1/ \/ﬁ)e_x 212 (admis). Cette présentation présente I’inconvénient de ne pas donner
de sens au mot « densité€ », méme si le texte fait une — tres discréte — allusion a une
variable (statistique) continue pour introduire 1’histogramme, laquelle n’est pas
justifiée. Utiliser I’analogie avec le domaine statistique —ou les éleves ont déja
rencontré des variables continues — comme le préconise le document de 2002, semble
effectivement une piste int€ressante, mais il faudrait sans doute 1’exploiter davantage,
en se basant sur 1’étude d’histogrammes a classes d’amplitudes inégales, ce qui
conduirait a interpréter la hauteur des rectangles de 1’histogramme des effectifs (resp.
des fréquences) comme la densité de population (resp. de fréquence) sur I’intervalle
correspondant (fig. 2).

Histogramme N Histogramme
d’effectifs de fréquences
SD — v v
Densité .| Densité

de population 7| de fréquence

P2 Densm.: .
de probabilité

Figure 2

Le paradigme probabiliste qui est ici en jeu integre — certes en les admettant —
des €éléments de la théorie enseignée au niveau universitaire (loi faible des grands
nombres, théoreme de Moivre-Laplace), et la statistique ne se contente plus de
décrire, mais permet la prise de décision. On peut par conséquent considérer qu’en
terminale interviennent :

* un paradigme probabiliste P2 « augmenté » (P2+),
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* un nouveau paradigme statistique (SI) faisant usage de SD mais ne s’y
réduisant pas, en raison de la problématique nouvelle qui est introduite.
D’autre part, cette partie du programme met en parallele les deux paradigmes

SD et P2+ pour continuer a exploiter les analogies que présentent certaines notions
des deux domaines ; cette « symbiose » entre 1’un et ’autre apparait maintenant
comme un €lément important dans I’apprentissage des probabilités.

ESTIMATION

Le programme de seconde de 2001 introduisait la notion de fluctuation
d’échantillonnage, présentée en liaison avec la simulation d’expérience aléatoire ; le
programme de 2009 va plus loin en introduisant I’intervalle de fluctuation, méme s’il
le restreint au seuil de 95 % et a un intervalle centré sur la proportion p du caractere
dans la population. Notons qu’il convient d’interpréter cette « proportion » en termes
de probabilit€s, en considérant p comme la probabilité d’obtenir un individu
présentant le caractere considéré a I’issue du tirage aléatoire équiprobable d’un
individu dans la population (épreuve de Bernoulli).

Le programme de 2009 précise que « cet intervalle peut étre obtenu, de facon
approchée, par simulation », et que le professeur peut indiquer aux éleves I’intervalle

l[p— 1/Vn;p+1/Vn], ot n est la taille de 1’échantillon (BOEN 2009 p. 8).
L’intervalle de fluctuation évolue au cours des trois années de lycée : en premiere il
devient moins général (limité a la loi binomiale) mais aussi plus précis ; sa définition
fait intervenir des inégalités larges et strictes. On congoit donc qu’elle puisse Eétre
cause de difficultés chez les éleves et conduire 1’enseignant a opérer des glissements
vers les techniques de calcul, et en particulier de manipulation des inégalités.

En terminale, nous 1’avons vu, la loi normale centrée réduite est introduite
comme loi de la limite d’une variable liée a une variable binomiale. On en déduit un
troisieme intervalle de fluctuation, « asymptotique » de celui de premiere, a savoir

lp—1,96p(1 —p)/Vn; p+1,96/p(1 —p)/Vn| , permettant également de
retrouver celui de seconde par majoration. Certains se posent la question de 1’intérét
de cet intervalle, dans la mesure ou calculatrice et ordinateur peuvent travailler
directement sur la loi binomiale, sans nécessité d’une approximation normale [2] —
d’autant plus qu’aucune correction de continuité n’est envisagée par le programme. Il
faut sans doute en chercher la raison dans la grande place que tient la loi normale
dans les applications professionnelles (industrie, économie, recherche...)

Enfin, le programme de terminale S introduit également I’intervalle de

confiance, mais en se limitant & [f — 1/vn;f + 1/v/n], o f est la fréquence
observée.

Remarquons que les problématiques de I’intervalle de fluctuation et de
I’intervalle de confiance sont différentes. Dans le cas de 1’intervalle de confiance, il
s’agit d’estimer un parametre (proportion d’un caractere dans la population) sur la
base de 1’observation d’un échantillon ; cet intervalle est donc la réalisation d’un
intervalle aléatoire. Au contraire, un intervalle de fluctuation est « un intervalle ou
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[’on « s’attend » a trouver la fréquence observée f, si [’hypothese que la proportion
est p est la bonne [sic] » (MEN 2012a p. 33). Ici encore, les domaines de la
statistique et des probabilités interviennent tous deux, mais de fagon différente, sinon
opposée, dans 1’espace de travail : avec I’intervalle de confiance c’est la statistique
qui est premiere et qui est utilisée pour estimer une probabilité (proportion dans la
population) sur la base d’un échantillon, tandis qu’avec I’intervalle de fluctuation on
part de la théorie probabiliste pour savoir si une fréquence observée dans un
échantillon est vraisemblable.

Cette différence de point de vue est visualisée dans les abaques
traditionnellement utilisés dans 1’industrie et la recherche ; sous une forme simplifiée,
ils peuvent étre intégrés a I’espace de travail idoine en terminale (fig. 3).

fréquence

1

probabilité

of 5

Figure 3

Sur cet abaque, pour un échantillon d’effectif donné, les ordonnées des points
A et B sont les bornes de I’intervalle de fluctuation a 95 % de la probabilité p, tandis
que les abscisses des points C et D sont les bornes de 1’intervalle de confiance a 95 %
de la fréquence f.

D’autre part, la formulation du résultat pose — aux professeurs comme aux
éleves — de redoutables problemes selon I’axe discursif de 1’espace de travail. Ces
difficultés ne se situent pas seulement au niveau de la terminologie, mais également
dans les conversions entre le registre algébrique et celui de la langue naturelle.

Enfin, le manque de formation des enseignants dans le domaine de la
statistique inférentielle n’est pas sans poser probleme; comme le remarquait
récemment une formatrice d’enseignants, « [’intervalle de fluctuation asymptotique
est une notion difficile a appréhender par les professeurs qui manquent de formation
théorique », « les confusions sont fréquentes entre intervalle de fluctuation (...) et
intervalle de confiance. Ici aussi, les professeurs sont en demande d’une formation. »
(Dutarte & al. 2013 p. 31).
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CONCLUSION

Comme on I’a vu, I’enseignement des probabilités a considérablement évolué
au cours des quinze dernieres années, sous l’effet d’une double volonté
institutionnelle de réduire la distance entre la discipline qu’on enseigne et les
méthodes de 1’aléatoire utilisées dans le domaine professionnel, et de profiter des
possibilités offertes par les nouvelles technologies. De nouveaux savoirs et savoir-
faire ont ainsi été intégrés dans les programmes du lycée, comme la simulation
informatique d’expériences aléatoires, les lois de probabilité a densité, 1’estimation,
les intervalles de fluctuation et de confiance. Les aspects calculatoires se sont
notablement réduits, confiés aux machines, tandis que de nouveaux outils graphiques,
qui font maintenant partie du quotidien des €leves, ont été pris en compte, modifiant
et enrichissant considérablement leur espace de travail ; enfin, de nouvelles
démarches de pensée (simulation, modélisation) sont apparues. Un autre point saillant
de I’évolution entreprise est I’articulation entre statistique et probabilités. D’abord
sans aucun lien entre eux jusqu’en 1990, les deux domaines se sont progressivement
rapprochés, d’abord sur la base de I’analogie entre certaines notions de ces deux
domaines, puis — dans la derniere décennie, avec I’introduction de nouvelles
problématiques — de facon plus fonctionnelle, avec I'utilisation d’outils probabilistes
pour la résolution de probleémes statistiques. Les paradigmes se sont également
enrichis, permettant de percevoir la continuité de 1’enseignement sur 1’ensemble du
lycée.

Bien siir, je n’ai pu ici qu’esquisser les principales difficultés que peuvent
rencontrer les uns et les autres lors de la mise en ceuvre de ces programmes, et
montrer comment paradigmes et espaces de travail pouvaient permettre de les mettre
en évidence et d’éclairer la facon dont ces changements se sont traduits dans les
classes, a la fois du coté des enseignants (ETM idoine) que des éleves (ETM
personnel). La didactique n’a pas encore beaucoup investi ce secteur de la recherche,
et il reste beaucoup a faire dans cette direction, d’autant que les stages de formation
continue font apparaitre de gros besoins chez les enseignants.

NOTES

[1] Le caractere « raisonnable » de I’hypothese n’est toutefois pas questionné.
[2] Historiquement cette approximation s’avérait indispensable, faute d’outil numérique
puissant pour travailler avec les lois binomiales.
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COMPARAISON DE LA DEMARCHE DE LA VALIDATION
DANS LES ESPACES DE TRAVAIL IDOINES EN GEOMETRIE
ET EN PROBABILITE

Assia Nechache
Université Paris Diderot, LDAR, Paris, France

Dans le cadre des espaces de travail mathématique, la différenciation des entrées
dans le travail mathématique s’appuie sur la notion de paradigmes. Ces derniers
permettent de préciser les différences épistémologiques dans la démarche de la
validation. Par ailleurs, ’enseignement de la validation s’appuie essentiellement sur
les divers registres de représentation sémiotiques comme support d’aide a la
construction d’'une preuve provoquant ainsi [’utilisation du référentiel théorique. Il
convient donc de s’interroger sur la place des signes dans [’espace de travail
mathématique idoine comme élément non seulement déclencheur d’usage du
référentiel théorique mais également comme élément qui oriente le discours de la
preuve. D’autre part, nous allons analyser le role du professeur dans la mise en
place de cette dialectique entre le sémiotique et le discursif, en particulier la maniére
dont il utilise la dimension sémiotique dans la démarche de la validation.

Mots clés : Espace de travail, géométrie, probabilités, validation, signes.

INTRODUCTION

Dans I’enseignement des mathématiques au niveau du secondaire,
I’enseignement et 1’apprentissage du mode de validation (raisonnement,
argumentation, preuve et démonstration) représentent une problématique centrale
spécifique a cette discipline. Cet enseignement et cet apprentissage sont initiés des le
début du college, en particulier dans le domaine de la géométrie plane.

L’enseignement du mode de validation en géométrie, s’appuie essentiellement
sur des représentations figurales comme aide a la recherche de propriétés ou de
conjectures, qui sont par la suite validées par une élaboration de démonstrations
fondées sur des propriétés et théoremes institutionnalisés. En probabilités,
I’enseignement du mode de validation s’appuie sur 1’utilisation de divers registres de
représentation (arbre, tableau a double entrée,...) permettant de valider des propriétés
ou des conjectures, qui sont formulées a partir des résultats obtenus par les
expériences réelles ou des simulations informatiques.

Notre recherche a donc pour objectif d’étudier le statut et le rdle de la
validation, dans deux domaines enseignés: la g€éométrie et les probabilités, a la fin de
la scolarité obligatoire. Cette étude du rdle et du statut de la validation dans ces deux
domaines mathématiques s'appuie sur le cadre théorique espace de travail
mathématique (Kuzniak, 2011), avec les notions de paradigmes géométriques
(Houdement & Kuzniak, 2006) et de paradigmes probabilistes (Parzysz, 2011). Ce
cadre permettra notamment d'interroger les modes de validation en les articulant avec
les approches sémiotiques et instrumentales.
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Dans cette contribution, nous proposons d’analyser de maniere fine la place
des signes dans I’espace de travail idoine comme élément non seulement déclencheur
d’usage du référentiel théorique mais également comme élément qui oriente le
discours de la preuve. D’autre part, nous allons étudier le role du professeur dans la
mise en place de cette dialectique entre le sémiotique et le discours, en particulier la
maniere dont il utilise la dimension sémiotique dans la démarche de la validation.

POURQUOI COMPARER CES DEUX DOMAINES?

La comparaison de la démarche de la validation entre les domaines : géométrie
et probabilités, est motivée par deux raisons. La premiere est liée a I’enseignement et
I’apprentissage de ces deux domaines, qui sont a premiere vue, comparables. Ce sont
deux domaines qui sont batis sur une perception de la réalité et jouissant d’un statut
de modele abstrait. L’enseignement et 1’apprentissage de ces deux domaines,
consistent dans un premier temps, a placer les éleves dans des situations
d’expérimentation afin d’affiner la perception du monde réel. L apprentissage dans
ces deux domaines est donc basé sur une perception expérimentale de la réalité en
situation d’expérimentation avec caractérisation des objectifs expérimentaux, actions
sur les objets étudiés et réaction du milieu, conception et mise en ceuvre d’un
programme expérimental, description des phénomenes observés et précision du
vocabulaire et enfin recueil des données. Ainsi, la perception du monde géométrique
est basée sur la pratique du dessin géométrique, actions de constructions, les
expérimentations avec différents environnements (papier/crayon, informatique) afin
de dégager des invariants, par exemple : 1’observation d’une rosace placée au-dessus
du porche d’une cathédrale en vue de sa reproduction. Repérage des arcs de cercles
et hypotheses sur les emplacements de leurs centres. Egalités et différences entre les
rayons des arcs de cercles. En probabilités, on familiarise avec 1’aléatoire et la
perception du hasard, actions sur les jeux de hasard, puis expérimentations et
simulations, recueil des données statistiques, afin de dégager les stabilités. De plus un
autre type d’analogie entre ces deux domaines portant sur la démarche de
modélisation est souligné par M.Henry (1999) et B.Parsyzs (2011).

La deuxieme raison est liée a I’existence de divers travaux didactique relatifs a
la validation en géométrie, comme ceux de Balacheff (1982, 1987) et de Duval
(1993). Ces travaux mettent en €vidence les différentes caractéristiques de la
validation dans I’enseignement et 1’apprentissage de la géométrie dans le secondaire.

C’est pourquoi, une étude comparative de la démarche de validation dans les
deux domaines cités ci-dessus nous semble int€ressante. L’objectif de cette €tude
serait alors de repérer les caractéristiques de la démarche de validation dans le
domaine des probabilités.

CADRE THEORIQUE

Notre cadre théorique de référence comprend la notion des espaces de travail
mathématiques (Kuzniak, 2011), notés dans la suite ETM.
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Tel qu’ils ont été définis, les ETM ont pour objectif de décrire et d’analyser la
nature du travail mathématique attendu par les éleves (ou utilisateurs de ce dernier)
assujettis a une institution scolaire donnée. Or, la nature du travail mathématique
dépend du domaine mathématique ou il est situé. Dans notre étude, nous allons nous
intéresser en particulier aux deux ETM correspondants aux domaines : géométrie et
probabilité.

Les ETM sont organisés sous forme de deux niveaux : plan épistémologique et
plan cognitif. Le passage d’un plan a un autre est assuré par un ensemble de geneses
liées aux poles (Figure 1)

Geneése sémiotique Genése discursive

Genése instrumentale

Ropr(‘.\vm /l?-é—f(\_;011tiol

Artefacts

Plan épistémologique

Fig.1. Espace de travail mathématique et ses geneses (Kuzniak, 2011)

Pour donner tout son sens au travail mathématique, ces différentes geneses
fonctionnent de maniere conjointe. L’interaction de ces différentes geneses se produit
au sein de trois plans verticaux (Kuzniak, 2012) :
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- Plan (Sem-Dis) : ou les
deux geneses sémiotique et
discursive  sont articulées.
L’entrée dans ce plan peut se
faire selon I’axe sémiotique ou
I’axe discursif. Dans le premier
cas, i1l s’agit de décrire des
transformations et
décompositions  qui  seront
opérées perceptivement sur les
diagrammes et les ensembles
signes. Bt dans le second cas, il
s’agit d’une interprétation du
probleme ’appuyant sur un
discours de preuve ou les
diagrammes et la visualisation
Jjouent un role heuristique.

- Plan (Ins-Dis) : ou
les deux geneses
instrumentale et discursive
sont articulées.

Visual

isation = r@lﬁ-‘(*

Plan Cognitif

(enése s

émiotique (enése discursive

Representamen : @

Plan Cognitif

Plan Epistémologique

Fig. 2. Plan Sem-Dis

Preuve

Construction

L’entrée par 1’axe
instrumental permet
d’aboutir 2 un discours de
validation s’appuyant sur
I’expérience.  Alors  que
I’entrée par 1’axe discursif
définit une démarche de
validation de type discursif
bas¢ sur le référentiel
théorique, justifiant ainsi les
techniques de construction,
permettant par la suite de
déterminer  1’usage  des

(enése discursive

(Genése instrumentale

Reference

Artefacts

Plan Epistémologique

artefacts (au sens de
D AalandA1N
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- Plan (Sem-Ins) : ou
les deux geneses sémiotique
et  instrumentale  sont
articulées.

Ce plan met en
évidence la maniere dont les
signes et les  outils
interagissent dans la phase
de découverte et
d’exploration. Ce plan est
orienté selon deux sens: de
la gauche vers la droite,
privilégiant la construction
des objets et respectant
certaines conditions
imposées par les signes
mathématiques, et le sens
inverse qui lui fait appel a
I’exploitation  visuelle et
sémiotique des  données

Plan Cogniti Construetion

Genése sémiotique

Genése instrumentale

Representamen

Artefacts
Plan Epistémologicue

Fig. 4. Plan Sem-Ins

On se réfere également a la notion de paradigmes inspirée de Kiihn, appliquée
au domaine de la géométrie (Houdement & Kuzniak, 2006) et au domaine des
probabilités (Parzysz, 2011). Ces différents paradigmes sont résumés dans le tableau

ci-dessous :

Domaines Géométrie Probabilité

1 Gl. Elle s’exerce sur des objets P1.11 s’agit d’associer une liste des issues et un

paradigme | issus de la réalité. Elle a pour protocole expérimental précis a 1’expérience
source de validation le monde concrete, assurant ainsi la reproductibilité de
sensible. I’expérience dans les mémes conditions.

2m GII. La validation s’appuie sur P2 .11 s’agit d’étudier la notion de probabilité en

paradigme | les lois hypothético-déductives utilisant les outils : la démonstration
dans un systeme axiomatique. La | mathématique, les techniques de calcul usuelles et
relation avec la réalité est divers registres de représentation (tableau a
maintenue. double entrée, I’arbre pondéré,...)

LA PLACE DES SIGNES DANS L’ETM IDOINE : UN PARALLELE ENTRE
LA GEOMETRIE ET LES PROBABILITES

Nous nous sommes questionnés sur la place que pourrait avoir les signes dans
I’espace mathématique idoine, et le role de la dimension sémiotique dans la démarche
de validation. Nous supposons que la place et le role des signes different selon le
domaine mathématique pris en compte dans I’ETM idoine.
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Nous allons analyser ci-apres deux séances observées dans deux classes, avec
deux professeurs différents que 1’on appellera professeur T (classe de 3°) et
professeur S (classe de 2"%).

La premiere séance observée concerne le domaine de la géométrie en classe de
3°et ’autre concerne le domaine des probabilités en classe de seconde.

Partie 1. Séance de géométrie en classe de troisieme.

Cette séance porte sur la notion du théoreme de Thales. L’enseignant propose
aux €leves un exercice extrait du manuel phare 3° (p. 231) a chercher pendant cette
séance. Ce dernier est un QCM (questions a choix multiples) a neuf questions. Les
éleves sont invité€s a répondre en choisissant une ou plusieurs des trois réponses
proposées sans justifier. Le texte de I’énoncé tel qu’il est proposé comporte deux
figures correspondant a 1’'une des configurations de Thales. Les informations
nécessaires pour la résolution de l’exercice sont fournies sous forme numérique
correspondant aux mesures des longueurs des segments, et sous forme de langage
mathématique (symbolique ou non). Par conséquent, deux registres sont utilisés :
registre numérique et registre du langage.

o Attention : Il peut y avoir plusieurs réponses exactes pour chaque énoncé! Les trouver toutes.

[ Si échec;
s FEeVOIr iz

| Aol

---® Pour les exercices 45 a 54, on utilise les figures suivantes :

&

> o 9 cm E F
M="gam
?SN AmM) // (ED) sfem,
2 3 et (ED) // (FD HYemT 5 cm N
Figure 1 J Figure 2 s L

Les points G, R, U et L sont alignés.
Les points H, T, U et S sont alignés.

Les points A, O, I et J sont alignés.
Les points M, O, £ et F sont alignés.

Les cinq premieres questions portent sur 1’utilisation du théoréme dans le sens
direct. La tache est donc de reconnaitre la configuration de Thales (figure 1) et
d’appliquer ce dernier afin :

- de déterminer le coefficient de réduction,

| Surla figure1,
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le trlangle AOM est 3 9 2
une réduction du triangle IOF 9 6 3
de rapport :

de vérifier I’égalité des rapports,
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] ;f' Sur la ﬁgure1 dapres OFE_OI EI OF_0J_H OF_0I_ FJ 206
; Surlaﬁgure1 dapres ’ @ MO AM g' A0 MO AM 0 O_A oM _AM g . 206
Ie théoréme de Thales, ona: | AI ME EI | OF O{[ EI { OI OF EI |
- de calculer les longueurs des cotés des trlangles
"E d Surla figure1, : 2 x7,5¢cm IX 7,5 cm Scm p. 209
.'3m|°.'?gP‘eUF OA estégalea: | 3 " | 6 0 | |
108 Surla figure 1, 3 6

Ia longueur E1 g 927,52 4,5 6] FJ p. 209
(en centimetres) est égale a: |

En ce qui concerne les quatre dernieres questions, il s’agit d’appliquer la
réciproque ou la contraposée du théoreme de Thales en se référant cette fois-ci a la
figure 2, afin d’identifier le parallélisme des droites.

&R surlafigure 2, sont paralleles ne sont pas sont peut-étre p. 207
les droites (GH) et (S£) | pararlléles’ paralleies e _2;1707 7
24l Surla figure 2, sont paralléles ne sont pas sont peut-étre p. 207

lesdroites (GH)et(RT) | "~ 1 paralleles | paralléles T
m Surla figure 2, nt paralla] ne sont pas sont peut-étre p. 207

si UR=5,75 cm, sont paraficies paralieles paralléles p. 210

Jles droites (RT) et (S1) S RO S

@ Surla figure 2, ' sont paralisles ne sont pas sont peut-étre  p. 207

si UR =6 cm, P paralleles paralizles p. 210

_. les droites (GH) et (RT)

Les différentes taches proposées dans cet exercice sont simples et nécessitent
comme connaissances préalables : la reconnaissance des configurations de Thales,
I’utilisation de la réciproque ou de la contraposée selon les cas étudiés. Il mélange
deux cadres : géométrique et numérique.

Cet exercice tel qu’il est congu par les auteurs du manuel a pour objectif de
faire appliquer la propriété de Thales pour s’entrainer aux mécanismes de son
utilisation. Ils privilégient ainsi le travail de la reconnaissance des figures clés de
Thales et de son application immédiate. Ce travail « de la technique » (au sens de
Chevallard) s’appuie essentiellement sur I’exploitation visuelle et sémiotique des
données fournies par la figure. Cependant, I’interprétation du probléme sous forme
discursive n’est pas attendue.

L’ETM idoine construit par les auteurs du manuel utilisé dans cette classe, est
un ETM que l'on qualifiera de potentiel. Mais le professeur en fait une autre
adaptation et construit son propre ETM idoine. L’ETM 1idoine potentiel place le
travail mathématique dans ’axe sémiotique visant 1’utilisation de Thales en tant
qu’outil sémiotique. Le travail mathématique est donc clot sur 1’axe sémiotique, ce
qui rend difficile 1’identification du paradigme en jeu dans cet espace de travail. De
plus, cette complexité d’identification du paradigme semble €tre accentuée par le
statut ambigu des nombres fournis par 1’exercice. Faut-il les considérer comme des
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données exactes, autrement dit des données de GII, ou comme des mesures, et donc
des données de GI ?

Déroulement de la correction de cet exercice.

Le professeur T réalise (sans instrument) la premiere figure sur le tableau.
Quelques minutes ont été laissées aux €leves afin de chercher 1’exercice. Puis il fait
un rappel sur les différentes méthodes « d’application du théoreme de Thales » vues
dans la lecon.

Il invite un éleve a lire la question 45, puis a répondre a celle-ci. Ce dernier
donne une réponse correcte. Le professeur T demande alors a 1’éleve de justifier cette
derniere, ce qui lui a été impossible et méme pour les autres éleves de la classe. Le
professeur T reprend alors I’énoncé de la question en s’adressant a 1’ensemble de la
classe :

Professeur T:  Quand on vous dit qu’un triangle est une réduction d’un autre cela ne
vous rappelle aucune propriété ? Aucun théoreme ? Et ca c’est dommage on
vient d’en parler il y a 5 minutes. Alors quel théoréme doit s’appliquer
lorsque 1’on a une configuration comme celle-ci ?

Face au silence des éleves, il reprend la figure tracée au tableau en la
commentant, puis il procede a la vérification de chacune des conditions de
I’application du théoreme de Thales.

La condition 1: I’alignement des points et les droites sécantes.

Professeur T:  Vous étes slrs ? Vous avez ce qu’il faut ? Il nous faut des points
comment ?

Eleve S : Alignés

Professeur T:  Donc il nous faut des droites sé...

Eleves : Sécantes

Professeur T:  Comment s’appellent-elles ?

Eleves : (ME) et (AI)

Professeur T:  (ME) et (Al) sont sécantes en O. On a les 5 points qui interviennent.

La condition 2 : le parallélisme de droites

Professeur T:  De plus, que nous faut-il d’autre ?

Eleves : Des droites paralleles

Professeur T : 1l me faut des droites paralleles qui s’appellent (AM) et ...
Eleve H : (ED) et (EJ)

Professeur T:  Est-ce que tu en as besoin ? Regarde 1’exercice.

Eleves : Euh..., non.

Professeur T:  (AM) et (IE)
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La conclusion : application du théoréme et 1’égalité des rapports

Professeur T :  Et dans ce cas, vous pouvez appliquer le théoreme de..
Eleves : Thales

Professeur T:  Et cela vous permet d’écrire quoi ?

Eleves : Des quotients

Professeur T:  Et lesquels ?

Eleves : OE sur ...

Professeur T:  Commencez plutot par OM

Eleves : OM sur OE est égal a OA sur Ol

Professeur T : OM sur OE est égal a OA sur OI, vous étes d’accord ?
Eleves : Oui

Professeur T:  Bon d’accord, on va retenir ce quotient 1a (en indiquant OM/OE), qui

est le coefficient de réduction. C’est ce que vous avez appris en 4°. La
longueur OM mesure 6 cm et la longueur OE mesure 9 cm. Est-ce que cette
réponse est proposée ?

Eleves : Non

Professeur T : Non mais, 6 et 9 sont tous les deux des multiples de 3, et on obtient la
réponse qui a été donnée, qui est 2 sur 3.

Professeur T:  Le truc, c’est qu’il faut que I’on soit capable d’expliquer.

Le professeur T a donc fait le choix d’adapter I’ETM idoine du manuel en
modifiant la nature du travail mathématique. Cette modification concerne la
justification du résultat obtenu qui s’appuie sur le référentiel théorique (propriété de
Thales), mais elle concerne également le statut de la figure dans cet espace, qui joue
un role heuristique.

Afin d’installer cet espace, le professeur T prend en charge le travail
mathématique et mene un dialogue sous forme de questions fermées guidant les
réponses des éleves. Il a donc recours a des effets Topaze (Brousseau, 1998) pour
faire avancer la situation. Ce questionnement tres étroit, est accompagné des
commentaires relatifs a la figure, et suit un contrat de type maieutique.

Dans la suite de la correction de 1’exercice, il est proposé aux éleves de
corriger directement la question 51. Aucun temps de recherche individuelle n’est
laissé.

Le professeur T se contente une nouvelle fois de tracer la figure au tableau tout
en la commentant. Il sollicite un éleve et entame un dialogue suivant un contrat de
type maieutique avec celui-ci

Le choix de la propriété.

Professeur T : Dans ce cas, tu as deux droites sécantes et deux droites paralleles, ce
sont tes hypotheses ? C’est ton point de départ ? La question est : est-ce
que les droites sont paralleles ? Elles le sont ou elles ne le sont pas ? Toi tu
me dis qu’elles le sont ou qu’elles ne le sont pas. C’est une conclusion, pas
un point de départ, c’est I’arrivée. Bon une chose est certaine, on n’applique

ETM4 59



pas le théoreme de Thales. Et les autres (les éleves), qu’est-ce que 1’on doit
appliquer ? Et dans ce cas, vous pouvez appliquer le théoreme de...

Eleves : La réciproque, la contraposée.

Professeur T:  Oui, la réciproque pour conclure qu’elles sont paralleles, la contraposée
pour conclure qu’elles ne sont pas paralleles.

L’application de la propriété de la contraposée de Thales.

Professeur T :  Pour appliquer ces deux propriétés, que faites-vous ?

Eleve H : Des quotients

Professeur T:  Lesquels ?

Eleve M : UG sur UL et UH sur US

Professeur T : Revenons a nos quotients. Alors, ils sont comment ?

Eleve M : Presque pareils.

Professeur T :  Presque pareils, alors ce presque la, il m’embéte. Ils sont différents.
Alors comment ils sont mes quotients ?

Eleve M : Ils ne sont pas égaux.

Professeur T :  Et pourtant, j’avais bien des droites sécantes en U, j’avais tout ce qu’il

fallait au départ, donc quel est le raisonnement ? Quelle est la conclusion ?
Eleves : La contraposée

Conclusion

Professeur T: M tu m’aides. Si les droites (GH) et (SL) étaient paralleles alors
j’appliquerai le théoreme de Thales pour conclure que j’ai des quotients
égaux, mais vu qu’ils ne le sont pas, alors les droites ne peuvent pas €tre
paralleles. C’est la réponse b. On a donc appliqué un raisonnement par
I’absurde, c’est la contraposée du théoreme de Thales.

Dans cet ETM idoine adapté, le travail mathématique est placé dans le plan
(Sem-Dis) orienté vers I’axe discursif. Le type de validation attendu dans cet espace
adapté pour cet exercice privilégie 1'usage du théoreme de Thales en tant qu’outil
discursif. Ce qui suppose que cet espace est dirigé par le paradigme GII. Par
conséquent, le travail mathématique se situe, dans un premier temps dans le plan
(Sem-Dis), pour produire le résultat. Dans un second temps, ce travail mathématique
est placé sur 1’axe discursif, qui permet d’obtenir une validation du résultat sous
forme discursive associée a une preuve.

L’observation de cette s€ance de géométrie permet de constater que les éleves
travaillent exclusivement sur I’axe sémiotique, qui est privilégié par 'ETM idoine
potentiel et non pas par ’'ETM idoine adapté par le professeur. On assiste a une sorte
de glissement au sens de Carranza (2004), partant du travail géométrique vers un
travail de logique (contraposée, raisonnement par 1’absurde) et faisant perdre de vue
I’objectif de I’exercice. D’ol un malentendu entre le travail effectué par les éleves et
celui attendu par le professeur. Ce malentendu porte sur la forme de validation du
résultat produit. En effet, dans ’ETM idoine potentiel, la validation est de la forme
sémiotique sans recours au discours de preuve, alors que dans ’ETM idoine adapté,
la validation est de la forme discursive associ€e a la preuve.

Ce malentendu de la forme de validation met clairement en évidence
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I’existence d’une contradiction entre la nature du travail de I’ETM idoine potentiel et
celle de ’ETM idoine adapté qui est probablement la source du malentendu constaté.
L’adaptation de I’ETM idoine potentiel par le professeur entraine alors la
modification de la nature du travail mathématique, qui utilise la dimension
sémiotique dans la démarche de validation de maniere heuristique pour produire le
résultat. Celui-ci est validé par la suite par un discours de preuve.

Partie 2. Séance de probabilité en classe de seconde.

Cette séance de probabilité proposée aux éleves porte sur la correction d’un
exercice qui a été cherché a la maison, extrait du manuel Odyssée 2" (page 308).
Les éleves doivent répondre a deux questions concernant la détermination de la
probabilité d’un évenement. L’énoncé de cet exercice est rédigé comme suit:
On dispose de deux porte-monnaie identiques.
Le premier contient 3 billets de 10 € et 5 billets de 20 €.
Le second contient 2 billets de 10 € et 4 billets de 20 €.
On choisit au hasard un porte-monnaie et on tire a I’aveugle un billet de ce porte-monnaie.
Quelle est la probabilité de choisir un billet de 10 € ? un billet de 20 € ?

L’espace de travail est constitué des objets matériels (les billets et les porte-
monnaie), des actions sur les objets (choix des porte-monnaie et le tirage des billets).
Le travail mathématique est de déterminer la probabilit¢é d’un événement. Le
paradigme qui pilote cet espace de travail est PI, et il est donc constitué de
I’ensemble des issues et de la probabilité associée a chacune d’elles.

Dans cet espace de travail, I’expérience aléatoire est caractérisée par le
protocole suivant : choix du porte-monnaie « au hasard » puis tirage « a ’aveugle »
dans chacun des deux porte-monnaie.

Le modele probabiliste utilisé ici est celui de 1’équiprobabilité. Ce modele n’est
pas explicité mais on fait référence a celui-ci avec les termes : identiques, au hasard,
a l’aveugle.

On travaille dans un registre de langage naturel, un registre numérique en
particulier dans le cadre des rationnels.

Par ailleurs, cet exercice met en jeu une expérience aléatoire comprenant deux
épreuves successives qui ne sont pas indépendantes. Par conséquent, I’utilisation d’un
arbre pondéré comme outil de résolution serait 1’outil le plus efficace. Cependant, ce
type d’arbre n’apparait officiellement qu’en classe de terminale, ce qui peut alors
entrainer une difficulté concernant la résolution de cet exercice par les éleves.

Déroulement de la correction de cet exercice.

Un éleve est invité a écrire sa réponse au tableau. Il construit un arbre non
pondéré qui permet d’illustrer la situation puis donne la réponse sous forme de
fraction.
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Fig. 5. La réponse d’un éleve

L’éleve M donne des résultats numériques sans justification, qui supposent
I’utilisation de I’arbre comme outil non seulement de traitement de la situation mais
également comme instrument de preuve. L’analyse de la réponse de cet éleve laisse
penser que le travail mathématique s’est effectué dans le plan (Sem-Ins). L’entrée
dans la tiche de résolution se fait alors par I’axe sémiotique permettant de traduire le
probleme sous forme d’un arbre, puis il est utilisé comme un instrument pour
construire la solution du probléme donné.

Ensuite, le professeur S demande a I’éleve M d’expliquer sa démarche pour
répondre a l’exercice, et en particulier d’expliquer les deux résultats écrits au
tableau :

Professeur S : Peux-tu expliquer a tes camarades comment tu as fait ?

Pour répondre a la demande du professeur S, 1I’éleve M se contente de lire 1’arbre sans
donner la moindre justification.

Eleve M : Eh ! J’ai pris les deux porte-monnaie comme ca. Puis dans le premier
porte- monnaie il y a 3 billets de 10 et 4 billets de 20 euros...

Or la question du professeur S porte sur la justification des réponses écrites au tableau, a
savoir : 5/14 et 9/14. Alors que 1’éleve M explique la maniere dont il a
construit 1’arbre. N’ayant pas obtenue satisfaction, le professeur S instaure
un dialogue sous forme de questions/réponses avec 1’éleve.

Professeur S: Alors pourquoi 5 sur 14 ? Pourquoi 14 ?

Eleve M: Car il y a 8 billets dans le premier porte-monnaie et 6 billets dans le
deuxieéme, donc 14 billets au total.

Dans le reste du dialogue, le professeur S cherche a expliciter ’'univers de 1’expérience
aléatoires, les issues et la probabilité.

Les issues.

Professeur S: Avec le vocabulaire de probabilité, a quoi correspond ce 14 ?
Eleve M : 4 issues
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Le modele d’équiprobabilité.

Professeur S:  D’accord. Et est-ce qu’il y a des chances supérieures d’attraper un
billet de 20 ou un billet de 10 ? »

Eleve M : Il y a plus de billets de 20 que de billets de 10.

Professeur S:  Oui effectivement. Mais lorsqu’on fait un tirage ici, on dit que le tirage
est comment ?

Eleve M : Aléatoire

Professeur S : Oui. Et les issues entre elles, elles sont comment ?

Eleve M : Elles sont aléatoires aussi.

Professeur S:  Oui, quand une issue n’a pas plus de chance d’apparaitre qu’une autre
comment dit-on ? Vous vous rappelez du mot ?

Professeur S:  Comment on dit quand les issues ont la méme chance de sortir ?

Eleves : On dit qu’elles sont équiprobables

L’univers.

Le professeur S tente de justifier aupres des éleves la nécessité de définir
I’univers de I’expérience.
Professeur S:  cet exercice qui est un de nos premiers exercices on va lui donner un
cadre, d’ou vient le 14, ce 5... Alors, le mot univers il faudrait qu’il
apparaisse. Pourriez- vous me dire ce que c’est I’univers ? »

Eleves : L’ensemble des issues

Professeur S : Oui, en I’occurrence ici ¢’est quoi ’univers ?
Eleve M : C’est I’ensemble des billets

Professeur S : D’accord, vous prenez la correction

Le professeur S se centre tout au long de la correction de 1’exercice sur la
justification des deux résultats (5/14 et 9/14) et en particulier sur I’explicitation des
éléments constituant 1’espace probabiliste et le modele probabiliste, au point de ne
pas constater la non-validité des résultats fournis par I’éleve M. En effet, |’univers de
I’expérience est constitué de 14 issues n’ayant pas la méme probabilit€, puisque la
proportion des billets de 10 euros n’est pas la méme dans les deux porte-monnaie. De
ce fait, la probabilité de I’événement « obtenir un billet de 10 euros » (respectivement
« obtenir un billet de 20 euros ») est de 17/48 (respectivement 31/48).

La solution proposée par I’éleve M consiste a dénombrer les occurrences, en
« vidant » les deux porte-monnaie, ensuite a regrouper 1’ensemble des billets qu’ils
contiennent. Les probabilités sont alors données par la formule : le nombre de cas
favorables divisé par le nombre de cas possibles. On peut penser que cet éleve
considere que 1’équiprobabilité porte sur les 14 billets. Mais cela ne peut &tre
confirmé, car habituellement les situations de dénombrement sont modélisées
implicitement par I’équiprobabilité. L’éleve M produit alors un arbre de choix et
d’occurrence (Kuzniak & Drouhard, 2014) et non un arbre pondéré. Cette erreur est
donc liée a une utilisation insuffisante de 1’outil arbre. Le professeur aurait da
focaliser le travail mathématique sur cette erreur au lieu de porter toute son attention
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sur la définition de I’espace probabiliste.

Plus précisément cette erreur est due a une mauvaise identification du modele
puisque celui qui a ét€ choisi est celui du dénombrement et non celui
d’équiprobabilité. Ici, I’équiprobabilité porte d’abord sur le choix du porte-monnaie,
ensuite sur le choix du billet dans chacun des porte-monnaie. Cette erreur est
également due a une mauvaise identification de I’expérience aléatoire, puisque
I’éleve remplace I’expérience décrite par une autre, consistant a rassembler tous les
billets des deux porte-monnaie puis a tirer un billet au hasard. La différence entre les
deux expériences serait plus visible si I’'un des porte-monnaie contenait par exemple
2 billets et 1’autre 20 billets. Cependant, un travail portant sur une analyse plus fine
de la situation aléatoire proposée serait plus judicieux. Par exemple, le recours a une
expérimentation réelle, puis a une simulation par ordinateur, pourrait permettre de
choisir le modele adéquat a 1’expérience aléatoire de I’ETM, et donc d’éviter ou de
repérer I’erreur produite.

Par ailleurs, le raisonnement de 1’éleve M s’appuie exclusivement sur le
traitement de 1’arbre. Il I’utilise a la fois comme un ensemble de signes modélisant le
probleme posé et comme instrument de preuve. Alors que le raisonnement du
professeur s’appuie sur le référentiel théorique justifiant les résultats obtenus par le
calcul numérique.

Professeur S : Je pense qu’un exercice de probabilité n’est pas un exercice ou il
n’y a que des chiffres, et peut-&tre que 'idée est de justifier ce que vous
faites. Alors ici on commence par bien repérer 1I’expérience aléatoire, et dire
quel est 'univers. Un des criteres pour arriver a savoir si son exercice de
probabilité est correctement rédigé c’est de voir si on a bien répertorié
I’univers, si on fait un arbre pour comprendre ce qu’est ’univers, et puis
voir si les issues sont équiprobables, et enfin on rédige comme ¢a :

L’univers est constitué¢ de 14 billets

Chacune des issues ont la méme chance d’apparaitre, on est dans le cas d’équiprobabilité

Il y a 5 possibilités d’obtenir un billet de 10 euros donc la probabilité est de 5/14 et 9
possibilités d’obtenir un billet de 20 euros donc 9/14.

Dans cette séance observée, le professeur S a donc bien insisté sur les
justifications a fournir sur les probabilité€s obtenues et sur la maniere de rédiger la
solution d’un exercice de probabilit€é. C’est pourquoi, il présente aux €leves un style
de discours écrit qu’ils doivent appliquer, car celui-ci est valable pour la plupart des
exercices de probabilité. Ce style de discours se résume a:

I’explicitation de I'univers avec la description (si possible) des issues le
constituant

dénombrer les issues réalisant I’événement

conclure en utilisant la formule dans le cas d’équiprobabilité : le nombre de cas
favorables sur le nombre total d’issues.

Le travail mathématique de I’ETM idoine tel qu’il est construit par le
professeur S consiste a déterminer 1’espace probabiliste. Puis a effectuer les calculs
en utilisant la définition Laplacienne des probabilités. Cela differe de I’ETM idoine
potentiel du manuel. Ce dernier suppose un travail de modé€lisation et de traitement
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de la situation par 1’usage d’un arbre probabiliste, pour ensuite effectuer les calculs
de probabilités. Or ce type d’arbre n’est pas disponible dans ’'ETM personnel de
I’éleve, qui ne connait que I’arbre de choix et des occurrences.

L’analyse de la réponse telle qu’elle est fournie par 1’éleve interrogé permet
d’avancer que celle-ci résulte de 1’interaction entre deux geneses: sémiotique et
instrumentale. Autrement dit, le travail mathématique tel qu’il est percu par I’éleve se
situe dans le plan (Sem-Ins). Le traitement du probleme commence par la
modélisation de la situation : la conversion de 1’énoncé donné dans le registre de
langage naturel a celui du registre arbre, privilégiant ’entrée par 1’axe sémiotique.
Puis la construction de la réponse se fait par 1’exploitation visuelle et sémiotique des
données mises en €vidence par 1’artefact arbre produisant ainsi une validation (dans
I’axe instrumental) qui n’est pas adéquate a celle attendue par I’ETM idoine mis en
place par le professeur. On constate alors un malentendu portant la place du travail
mathématique, puisque pour 1’éleve le travail est situé uniquement dans le plan (Sem-
Ins) alors que pour le professeur le travail mathématique est clot sur 1’axe discursif.

CONCLUSION

Notre étude porte sur deux exemples de fonctionnement de la démarche de
validation au sein de deux espaces de travail idoines dans deux niveaux de classes.
On constate D’existence de deux degrés de malentendus relatifs au travail
mathématique.

Le premier se situe au niveau de I’adaptation de ’ETM idoine potentiel. Chez
les deux professeurs observés, le travail mathématique de ’'ETM idoine adapté est
placé principalement sur 1’axe discursif et peut éventuellement s’appuyer sur 1’axe
sémiotique. Alors que ’ETM idoine potentiel place le travail mathématique soit sur
I’axe sémiotique avec 1’'usage des figures (dans le cas de la géométrie), soit sur le
plan (Sem-Ins) orienté vers le discursif (dans le cas des probabilités), avec usage de
I’outil arbre comme instrument de validation. Donc I’ETM idoine adapté n’est pas en
adéquation avec I’ETM idoine potentiel car le travail mathématique, en particulier
celui de la validation attendu est différent. Cette différence du travail attendu entraine
des malentendus et des blocages chez les éleves.

Le second niveau, se situe au niveau de I’ETM personnel de 1’éleve, qui
semble étre en adéquation avec ’ETM idoine potentiel et non avec I’ETM idoine
adapté. Effectivement, dans les deux séances analysées, le travail de 1’éleéve consiste
d’abord a réagir a des signes, le faisant entrer par la suite dans une forme de travail en
lien avec l’interprétation des signes. Cette forme de travail met en évidence que
I’ETM personnel de 1’éleve est en adéquation avec I’ETM idoine potentiel, dans
lequel ’usage de la dimension sémiotique est privilégié.

Par ailleurs, le statut des signes dans les deux fonctionnements de la démarche
de validation observés sont distincts. Dans le cas de la géométrie, la démarche de
validation attendue dans I’ETM idoine prend appuie sur la dimension sémiotique et
suit un contrat de type maieutique. Dans le cas des probabilités, la démarche de
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validation attendue dans I’ETM idoine s’appuie exclusivement sur la dimension
discursive et occulte la dimension sémiotique. On suppose que cette différence de la
place de la dimension sémiotique dans la démarche de validation provient du statut
du signe (la figure et ’arbre) dans les deux ETM idoines considérés. Notre hypothese
est que dans le travail géométrique, la figure a un statut stable dans I’ETM idoine,
puisqu’elle est considérée comme un outil heuristique dans la démarche de
validation. Tandis qu’en probabilités, le statut de 1’arbre dans I’ETM idoine n’est pas
clairement déterminé, car certains professeurs le considerent comme un outil
heuristique au mé€me titre que la figure en géométrie dans la démarche de validation.
En revanche, pour d’autres professeurs, 1’arbre est considéré comme élément de
preuve.

A travers I’étude de deux exemples de fonctionnement de la démarche de
validation, on en déduit une caractérisation d’une démarche de validation dans le cas
de la géométrie et des probabilités. Cette caractérisation dépend elle du domaine dans
lequel se situe le travail mathématique ? Est-elle une caractérisation propre a un
professeur donné ? Il est évident qu’une généralisation de ces deux types de
démarche de validation serait complexe. L’analyse de la démarche de validation
d’autres professeurs (de 3°et de 2") sur un certain nombre de tAches géométriques et
probabilistes, pourrait €tre intéressante afin de repérer des similarités ou des
différences dans la démarche de la validation dans les deux domaines considérés
dans cette étude.
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CIRCULATION ET COORDINATION DANS LES ESPACES DE
TRAVAIL, POUR UNE ACTIVITE ARTICULANT GEOMETRIE
ET ARITHMETIQUE

Denis Tanguay, Université du Québec a Montréal (UQAM)

L’article, une étude de cas, s’attache a la description et a ’analyse du travail d’un
binome d’éleves dans la premiere phase de [’activité décrite dans Tanguay et al.
(2014). Les éleves (12-13 ans) doivent y construire le plus de polygones réguliers
possible. Ils ajustent pour cela, via deux curseurs d’un fichier GeoGebra
préalablement instrumentalisé, le nombre n de triangles isoceles induit par le
découpage standard du n-gone régulier en n triangles, et la mesure 360/n de I’angle
au centre. La premiere phase de [’activité vise la recension des diviseurs de 360 via
la construction effective du n-gone pour chaque diviseur n. L’analyse du travail des
deux éleves porte sur la facon dont, dans cette tdche, ils coordonnent les espaces de
travail géométrique et arithmétique et les registres figural et numérique. Nous nous
intéressons également a la facon dont y interviennent les conceptions et
représentations de [’angle et de sa mesure en degrés.

Mots clés : angle, mesure d’angle, polygone régulier, cercle, registres de
représentation, coordination, espace de travail géométrique, espace de travail
arithmétique, diviseur, faisceau sémiotique.

INTRODUCTION

Dans le texte de cadrage (Kuzniak et Richard, 2014) et le texte de Kuzniak
(2014) du numéro spécial de la revue RELIME, a paraitre a la suite du symposium
ETM 3, ces auteurs soulévent la question de l'organisation de l'espace de travail
mathématique quand on considere l'articulation de plusieurs domaines en interaction :
comment la modélisation que le cadre des ETM propose peut-elle rendre compte de
la circulation entre les différents plans, épistémologiques et cognitifs, quand une
tache provoque des changements de domaine ou suscite un travail a partir d'objets et
de représentations issus de différents domaines, et qui sont a combiner, a coordonner?

Nous chercherons des éléments de réponses a ces questions dans une €tude de
cas, a travers ’analyse détaillée de la premiere phase d’une expérimentation menée
aupres de deux bindmes d'éleves. L’expérimentation s’est déroulée hors classe, un
samedi, sur deux périodes de prés d’une heure et demi chacune, séparées par une
pause d’une demi-heure. La premiere phase a occupé la premiere période. Nous nous
attacherons au travail et aux échanges, particulierement riches, d’un des bindmes. Il
est constitué de deux éleves, E1 et E2, de 2° secondaire (12-13 ans), E1 étant
considéré dans sa classe comme « fort » en mathématiques et E2 comme « moyen ».
L'activité consiste a demander aux éleves, par équipes de deux aux ordinateurs, de
construire le plus de polygones réguliers possibles a partir d'un fichier GeoGebra
instrumentalis€ comme suit : a I'écran apparait un triangle isocele AACB, avec AC =
CB, et deux curseurs o et n. Le curseur o varie entre O et 180 et permet de changer la

ETM4 69



mesure en degrés de ZACB. Le curseur n varie entre 1 et 360 et permet de déployer n
triangles en éventail : le premier est AACB, les autres sont ses images par des
rotations de centre C et d'angles a., 2a., 3a., ... (n—1)a.

Le champ de saisi pour a, la mesure de zZACB

25

Figure 2 : le curseur n est déplacé

Une analyse a priori de I’activité est proposée dans Tanguay et al. (2014). Elle
a pour cadre le paradigme du géometre-physicien (Tanguay et Geeraerts, 2012,
2013), ol les enjeux relatifs a la mesure occupent une place centrale. L’article de
2014 inscrit Pactivité dans ce cadre en faisant valoir qu’elle problématise, via un
travail sur les mesures d’angle impliquées, les rapports entre exactitude et
approximations, ceux-ci €tant intégrés aux processus de validation des figures
géométriques construites. Un travail sur les nombres est sollicité en parallele et mis
en correspondance avec le travail géométrique : d’abord sur les entiers et leurs
diviseurs, nous y reviendrons, ensuite sur les rationnels et leurs développements
décimaux.

Contentons-nous pour I’instant de reprendre ici les grandes lignes de I’analyse
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a priori. La situation peut facilement occuper deux périodes d'enseignement. Dans la
premiere, d’abord par un jeu d’essais-erreurs avec les curseurs, les éleves tentent
d’obtenir des polygones « bien refermés ». Il s’agit bien stir que AABC, le « premier »
triangle de 1’éventail, et son image par rotation d’angle (n—1)a, le «dernier »
triangle, soient bien jointifs, mais sans chevauchement. On s’attend a ce que les
éleves lient la possibilité de fermer adéquatement la figure, numériquement a la
divisibilité de 360 par a, et géométriquement a la décomposition standard du n-gone
régulier en n triangles isoceles. Dans la phase d'institutionnalisation prévue pour
conclure la premiere période, l'enseignant construit avec la classe la liste des
diviseurs de 360, soit selon une liste descendante en considérant les valeurs possibles
pour o commencant avec o = 120, soit selon une liste ascendante selon les valeurs de
n, a partir de n= 3. Pour chaque couple (a,n) possible dans INxIN, le polygone
régulier correspondant est produit et exhibé a 1'écran pour la classe. Une discussion
spécifique peut étre menée pour traiter des couples impliquant les valeurs 1, 2, 180,
360.

La seconde période cible, a travers la production de I’heptagone et 1’utilisation
de la fonction zoom de GeoGebra, un travail sur le développement décimal de 360/7
et les dualités exactitude-approximation, tant d’un point de vue numérique que
graphique. Les deux périodes de 1’expérimentation dont nous rendons compte ici se
sont de fait organisées selon ce découpage.

ELEMENTS D’ENCADREMENT PREALABLES
Géométrie et mesure

Dans Kuzniak (2014), I’auteur souléve la question de I’articulation entre les
changements de registre de représentation et les changements de domaine, quand ces
changements sont nécessaires pour résoudre un probleme ou accomplir une tache
donnée. En géométrie, cette question refait surface pratiquement a chaque fois qu’un
travail sur des mesures est demandé.

Janvier (1997) insiste pour qu’en mathématiques, 1’enseignement aborde les
diverses mesures — longueur, aire, volume, mesure d’angle... — par un travail initial
sur les grandeurs correspondantes, c’est-a-dire sur la caractéristique-a-quantifier,
qu’il distingue de la caractéristique-quantifiée. On peut en effet identifier, décrire
« qualitativement » et traiter via des taches de comparaison des caractéristiques telles
la longueur (d’un segment), la surface (d’une figure plane), I’espace occupé (par un
solide) avant méme I’introduction de quelque unité de mesure (de longueur, d’aire, de
volume) que ce soit. On peut penser que 'ETM en cause reste alors strictement
géométrique puisque le « numérique » est tenu a I’écart et que le développement de
I’intuition est visé€ a travers une genese qui est essentiellement figurale.

La notion théorique de congruence permet en principe elle aussi un travail sur
des grandeurs ol les nombres n’interviennent pas, et une telle mise a I’écart du
numérique est recherchée par Hilbert (1949) quand, dans ses Grundlagen, il consacre
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un groupe d’axiomes a une définition de la congruence des segments et des angles
qui soit indépendante de toute référence a des mesures (op. cit., groupe IV, axiomes
IV-1 a IV-6). Si une telle approche est envisageable dans un ETG de référence qui
vise la GII ou la GIII, elle I’est difficilement au primaire et au secondaire puisque
dans les ETG idoines ou les ETG personnels des éleves, la mesure est omniprésente.
Il y a bien, comme le préconise Janvier, des activités de comparaison, d’estimation,
de mesurage a partir d’unit€s non conventionnelles, mais elles constituent des
introductions, menées principalement au primaire, et généralement assez vite
délaissées au profit des mesurages standard, avec unités standard.

C’est donc dire que de nombreuses taches et activités conduites en GI ou dans
des cadres intermédiaires entre la GI et la GII feront appel a des mesures exprimées
numériquement. Celles-ci solliciteront alors des traitements qui relevent du
« numérique », c’est-a-dire des passages au domaine de 1’arithmétique et parfois
méme a celui de I’algebre ; avec, selon les tiches en cause, des degrés trés variables
de difficulté pour les traitements et de sophistication pour les représentations et
propriétés numériques a faire intervenir: par exemple rationnels sous formes
fractionnaires ou décimales (périodiques ou arrondies) pour des problemes mettant en
jeu le Théoreme de Thales, irrationnels sous forme exacte (avec le symbole de la
racine) ou sous forme décimale approchée pour des problemes mettant en jeu le
Théoreme de Pythagore [1], etc.

Dans la seconde phase de 1’activité dont il est ici question, les éleves doivent
de fait coordonner deux geneses sémiotiques dans deux espaces de travail paralleles,
un ETMg¢onenie €8 Un ETM, pnique- 118 sont en effet amenés a réfléchir, a travers
I’investigation de la mesure des angles au centre de I’heptagone régulier, aux
développements décimaux approchés et exacts de 360/7, et a faire le lien avec
I’'idéalité de la figure a construire pour représenter « exactement » I’heptagone.
L’analyse du travail des deux équipes dans cette deuxieme phase a déja fait 1’objet
d’un article : voir Tanguay et al. (2013). Dans le présent article, c’est au travail d’une
des équipes durant la premiére phase que nous allons principalement nous attacher.

Mesurage, geneses et théorisation

Dans Tanguay et al. (2014, §3), nous avons fait valoir que I’activité de 1’éleve
qui mesure des segments participe a la fois des geneses figurale et instrumentale, tout
en faisant intervenir des €léments discursifs qui relevent du référentiel théorique. La
genese instrumentale y est bien sir relative a la manipulation des instruments de
mesure. L’incidence sur la genese figurale tient a ce qu’en posant la regle graduée sur
le segment a mesurer, I’éleve repere et isole ce segment comme frontiere (un des
« cOtés ») de la zone 2D (le plus souvent un polygone) dont il amorce alors la
déconstruction dimensionnelle (Duval, 2005), pour repérer aussi ses « coins » comme
extrémités des cotés, points qu’il met en correspondance avec les graduations de la
regle. Cette déconstruction dimensionnelle releve certes d’une forme de visualisation,
mais renvoie également a une certaine idéalité des objets en cause — des points sans
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longueur, des segments sans épaisseur —, idé€alit€é qui a terme suggere a
(I’entendement de) I’éleve qu’il y a du «théorique » sous-jacent. Dans I’ETG de
référence, la théorisation visée est de fait celle de la modélisation ensembliste du
plan, avec les points comme éléments (atomiques) et les cOtés comme sous-
ensembles des points constituant la figure. Une telle théorisation-modélisation ne
peut guere se faire sans solliciter une forme ou une autre de genese sémiotico-
discursive, puisque la visualisation qui porte sur les figures mesurées s’accompagne
d’une sémiose ou interviennent des éléments théoriques de la GII, qui « vivent » dans
le référentiel théorique du plan épistémologique (cf. par ex. Figure 1 dans Gémez-
Chacoén et Kuzniak, 2011).

L’angle, sa mesure et leurs définitions

On peut sans doute en dire autant d’une activité de mesurage qui se rapporte a
des angles, avec cependant deux différences majeures. D’une part, alors qu’il n’y a
aucun segment particulier (ou aucune classe d’isométrie particuliere pour les
segments) qui puisse faire office d’unité de mesure autrement que de facon arbitraire,
conventionnelle, I’angle plat ou 1’angle droit peuvent étre définis intrinsequement, de
facon purement géométrique, et constituent ainsi des unités privilégiées pour mesurer
les angles. D’autre part, I’objet « angle », a mesurer, est beaucoup plus difficile a
appréhender, entre autres parce qu’il s’agit d’une partie (d’un sous-ensemble) non
bornée du plan dont les représentations graphiques sont, elles, forcément circonscrites
a la feuille de papier (ou a I’écran de 1’ordinateur) ; et cela malgré que sa mesure soit
la seule, parmi celles des objets de la géométrie scolaire, a tre bornée [2]. On le voit,
la mesure d’angle en tant que grandeur (comme chez Janvier, 1997) est nettement la
plus contre-intuitive parmi celles que 1’apprenti-géometre est appelé a considérer.

De fait, de tous les objets de la gé€ométrie du primaire et du début du
secondaire, 1’angle est sans doute le plus difficile a conceptualiser. Les fausses
conceptions sur 1’angle ont depuis un moment déja €té port€ées a I’attention des
didacticiens (par ex. Berthelot et Salin, 1996) : I’angle — pointe de tarte, ’angle —
paire de segments, etc. Quand on demande a des éleves de comparer les deux angles
de chacune des paires ci-dessous, nombreux sont ceux qui diront que l'angle de
gauche est plus grand que I’angle de droite (Berthelot et Salin, 1996).

e
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Figure 3 : deux paires d’angles isométriques

Or, la conceptualisation de I’angle est promue par I’enseignement en grande
partie a travers des activités de mesurage, sans que le statut de 1’objet lui-méme,
notamment en tant que sous-ensemble (de points) du plan, soit clairement établi :
quel objet est mesuré au juste quand on mesure un angle et de quoi cette mesure rend-
elle compte exactement, par rapport a cet objet ? Au Québec, les définitions données
par les manuels entretiennent ce flou (Tanguay, 2012). Par exemple, dans le glossaire
de Perspectives mathématiques :

Lorsque deux lignes droites sont issues d’un méme point, I’écartement entre ces deux
lignes détermine un angle. Plus les lignes sont écartées, plus I’angle est grand. Le point
de rencontre de ces deux lignes est appelé le « sommet de 1’angle » et chacune des parties
de ligne déterminant 1I’écartement est appelée le « coté de I’angle ». Le degré est I'unité
de base pour mesurer les angles.

La collection A vos maths ! et le « Calepin des savoirs » de Panoram@th
donnent a peu de chose pres la méme définition pour I’angle, a savoir « une figure
géométrique formée par deux demi-droites de méme origine » [3], sans qu’on sache
exactement a quel sous-ensemble du plan correspond cette «figure » (ou cet
« écartement » dans Perspectives). Ce flou se révele clairement ensuite par
I’incohérence du traitement réservé a ces pseudos-définitions : dans chacune des trois
collections, I’on considere par la suite deux angles formés par la méme figure (par la
méme paire de demi-droites ou le méme ‘écartement’), en I’occurrence 1’angle
saillant et I’angle rentrant (de plus de 180°).

Objectifs de I’étude de cas

La premiere phase de I’activité qui nous occupe cherche a faire passer 1’éleve
d’un ETMgeomenie @ UN ETM g ihmaiques @ Partir d’une mise en correspondance entre la
possibilité géométrique de juxtaposer n copies de 1’angle ACB pour couvrir 360
degrés d’angle et « bien refermer » la figure, et la relation de divisibilité induite entre
la mesure de LACB et 360. Il s’agit de voir si cette mise en correspondance peut
amener un travail de recension des diviseurs de 360, avec notamment la prise de
conscience de 1’appariement des diviseurs et de la symétrie dans la liste. Nous nous
intéressons aux représentations et conceptualisations de I’angle et de la grandeur
associée a sa mesure induites par la premiere phase de 1’activité, a la facon dont elles
influent sur la coordination entre les registres graphique et numérique, entre la
visualisation et les calculs, et par suite a la facon dont s’articule le travail dans
’ETM et dans PETM jmeique POUT Cette premiere phase.

Géométrie
DESCRIPTION ET ANALYSE DU DEROULEMENT
LES DEUX ELEVES EXPLORENT

Le chercheur explique trés succinctement le fonctionnement des deux curseurs
en les déplacant : d’abord le curseur n qui produit « des copies du triangle ABC
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obtenues par des rotations de cet angle » (il pointe ZACB avec la fleche de la souris),
ensuite le curseur a. Il explique que la valeur de o peut aussi €tre saisie directement
en la tapant dans la bofte. Il tape 25 pour illustrer en disant « 25 degrés », et c’est la
valeur qui restera au moment ou les deux éleves, E1 et E2, entament la premiere
phase de leur travail. Elle est de nature exploratoire, I’appropriation quasi-immédiate
du fonctionnement des deux curseurs se faisant conjointement avec une visualisation
des figures produites.

El augmente la valeur de n avec le curseur, jusqu'a 16-17. Les
chevauchements sont bien visibles. Il recule a 9, avance jusqu’a n = 14, la position la
plus proche de la fermeture sans chevauchement. Apres un tres bref arrét, il avance et
recule encore et déclare a E2 : « Regarde, 25 c’est trop petit. » Le tout en a peine 15 a
20 secondes. Il hésite un peu, déplace maintenant le curseur o mais constate qu’il est
difficile a contrdler avec précision. « Attends, on va essayer..., ... 30.» Et il tape 30
dans la zone de saisie de a. Il y a chevauchement, E1 déplace le curseur n, recule a
11, avance a 12, en 2 a 3 secondes. Ca y est, pour les deux il n’y a pas I’ombre d’une
hésitation, le polygone est fermé et « valable ». E2 se met aussitdt a compter du doigt
les triangles a 1’écran et inscrit 30 et 12 dans la premiere ligne du tableau. On leur a
en effet donné un tableau a remplir, dont les 3 colonnes ont pour en-téte :

\ Mesure o de I’angle ACB \ Nombre de triangles \ Nom du polygone obtenu
E2: Le nom du polygone ?
El: [hésite un peu] on le fera pas [c’est-a-dire qu’on s’en occupe pas]. On va

essayer d’en faire plus [d autres polygones] avec, ...attends, 50. [1I tape 50
dans le champ de saisie pour a; n est rest¢ a 12, les chevauchements
apparaissent aussitot.]

E2: [surpris] oh Ia Ia...

El : [recule le curseur n a 3-4, avance a 7, ... puis a 8, a 9, recule encore, le tout
en 3-4 secondes.]

E2: [catégorique] Non, ¢a ne marche pas.

Si I’on analyse cette premiere phase a 1’aide des ETM, on peut de prime abord
avancer que le travail se situe dans le plan Sem-Ins (Kuzniak, 2014, §1.3), encore que
I’aspect « construction » soit pris en charge pratiquement dans sa totalit¢ par le
logiciel, I’action des éleves relevant plus ici de ’expérimentation (sur des objets
qu’on pourrait presque dire « déja construits »), a partir du constat d’une figure
adéquatement refermée ou non.

Ce constat, les deux éleves 1’appuient sur les représentations internes qu’ils ont
des polygones réguliers, celles-ci étant bien slir modelées par le travail scolaire fait
antérieurement : on retrouve ici la dialectique entre le vu et le su, que Parzysz (1988)
a bien mise en évidence en géométrie spatiale. Incidemment, on peut présumer que
ces éleves connaissaient déja le découpage usuel des n-gones en n triangles isoceles
isométriques, ce découpage étant abordé des le primaire. Ce qui nous semble plus
révélateur, mais aussi plus difficile a analyser, c’est la rapidité des jugements, par
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ailleurs parfaitement en phase chez E1 et E2, par lesquels ceux-ci retiennent le couple
a =30, n=12, mais disqualifient les valeurs o =25 et a=350. Quelle sorte de
coordination entre le géométrique et le numérique ces jugements impliquent-ils ?

Méme si en théorie, on peut penser qu’une exploration en fixant n et ajustant o
ensuite est possible, on constate que d’entrée de jeu les deux éleves font I’inverse. Ca
n’est au fond pas tres étonnant. La possibilité de fermer la figure avec le curseur n
donne lieu a un test que les éleves appréhendent spontanément comme étant binaire.
Si k est la partie entiere de 360/a,, avec des valeurs de a comme 25, 30 ou 50, les
éleves percoivent immédiatement, en passant de k a k+1, s’il y a chevauchement ou si
les premier et k-ieme triangles sont bien jointifs : « 25 est trop petit », avec 50 « non,
ca ne marche pas », avec 30 la question de la validité du dodécagone produit n’est
méme pas effleurée. Un test analogue en variant oo pour un n fixé ne fournirait pas
une rétroaction aussi immédiate. D’abord le curseur o, incrémenté aux centieémes, est
plus difficile a manipuler. D’ailleurs, dés le premier essai, E1 le laisse et va
directement taper la valeur 30 dans la boite a. Mais on peut aussi penser que
I’aménagement instrumental de 1’activité dans ’ETG induit chez les éleves une prise
de conscience spontanée que la variation de a est continue — quelque puisse étre la
signification de cette notion pour eux —, alors que n varie clairement dans les entiers.
Ici, donc, le « vu » vient conforter ce que le « su » a pu initialement suggérer : que
chaque augmentation unitaire de n fait apparaitre une nouvelle copie de AABC ; que
I’accroissement, a 1’aide du curseur, de a, une mesure d’angle, avec ce que cela
implique comme domaine numérique de variation, donne I’illusion visuelle d’un
écartement entre CA et CB qui croit continiment.

Mais on peut alors se poser la question du rdle joué par le contrdle numérique
dans les essais et de la nature de ce contrdle : y a-t-il eu véritablement incursion dans
PETM 4 inmetique» OU €St-C€ que ce sont les conversions entre registres de représentation
qui « provoquent implicitement un changement de domaine » (Kuzniak, 2014) ? La
suite du déroulement de la séance montre que les deux éleves n’ont pas encore
clairement pris conscience de la relation n x a = 360 (ou encore n = 360/a). Si
plusieurs remarques de El laissent croire qu’il en développe relativement t6t une
(vague) intuition, la relation mettra cependant du temps avant d’étre explicitement
énoncée. C’est E2 qui I’énoncera, non sans un questionnement dirigé (et insistant)
des deux chercheurs alors présents, apres que 15 polygones et couples (a ; n) aient
été produits et notés par les deux éleves.

POLYGONE OU CERCLE ?

On peut donc penser que la nature du travail se situe essentiellement du c6té de
la géométrie et de fait, pour les 14 autres polygones produits par E1 et E2 apres le
dodécagone, la validation se fera sur une base visuelle. Tout se passe donc comme si
Pactivité des deux éleves tournait dans le plan Sem-Ins (Kuzniak, 2014, §1.3), y
restant en quelque sorte « enfermée », sans qu’une validation relevant d’un discours
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de preuve ne soit ressentie comme une nécessité, le passage au plan Sem-Dis (ibid.)
étant tributaire du passage a 'ETM ;meique- QUi 1€ se fait pas franchement.

Pour discuter du role du « numérique » du point de vue des registres de
représentation, il faudrait en principe identifier un objet mathématique donnant lieu a
des representamen selon des registres distincts dans 1’espace réel et local, notamment
ici a ’écran de I’ordinateur. Des objets représentés, c’est principalement sur 1’angle
ACB que porte le contrdle des éleves puisqu’en ce qui a trait au polygone produit
ensuite, ce controle est a peu pres immédiat. On objectera que ce a quoi le registre
numérique donne acces, ce sont d’autres objets, les mesures des angles, qui sont des
prédicats associés aux objets angles mais dont les representamen n’induisent pas
nécessairement des représentations de 1’objet lui-méme. Or, cette objection présume
que la conceptualisation de I’angle chez 1’éleve lui permet de faire une telle
distinction, entre I’angle et sa mesure. L’épisode suivant montre que la question est
sans doute plus complexe.

[Les deux éleves viennent de conclure qu’avec o = 50, « ¢a ne marche pas. »]

El: OK 1a, on [mots marmonnés, peut-étre « en veut » «en met »] le plus
possible, fait qu’on va mettre 1 [il tape 1 dans la boite a et déplace le
curseur n]

E2: [est surpris devant I’image obtenue] pourquoi qu’on fait ca ?

El: regarde, nombre [il pointe du nez vers le curseur n qu’il déplace]

E2: [comprend ce qui se passe] « Aahhh »

El : [le curseur n est maintenant environ a 300, E1 ralentit, il arrive lentement a
360]

E2 : [marmonne] encore un peu ... [plus clairement] e-xac-tement [Il a

rapproché sa téte de I’écran], OK recule, avance, encore un peu...
[les deux s’assurent d’avoir la bonne valeur, suspectant que d’éventuels
chevauchements n’apparaitront pas clairement avec des triangles si étroits ;
ils ne savent pas que 360 est la limite du curseur n.]

El: trois cent soixante.

E2: ouai, c’est ¢a...

Chercheur 1 [arrive, voit la « rosace » a I’écran] OK, pouvez-vous m’expliquer ce que
vous avez fait ?

E2: on a pris 1 degré, et ca fait 360 triangles [il pointe la figure avec son
crayon]

CH1: Ohh, extrémement intéressant.

El : [sous le coup d’une illumination] : Ah ouuiii, ¢ca donne un cercle !

CH1: [surpris] : Un cercle ou un po...

El: un cercle c’est 360 degrés !

CH1: ... lygone régulier a 360 c6tés ?

El : non, on a un cercle.

Le chercheur montre alors 1’'usage du zoom et méme apres grossissement, E2
réitere que «ouai, ct’'un cercle ». Apres une interruption due a un probleme
technique, E1 et E2, laissés a eux-mémes, reprennent le travail et produisent, apres
les couples aa=30, n=12 et a =1, n=360 notés sur la feuille, les polygones et
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couples (36 ; 10), (3;120), (5;72) et (10 ;36), dans cet ordre. Ch 1 revient alors
avec une deuxieme chercheuse et il relance la discussion sur le cercle. Le polygone
(1 ; 360) est rapidement refait. E2 soupconne que quelque chose ne va pas et corrige,
dubitatif : « c’est... un rond, pas un cercle, c’est un rond... » Un zoom tres prononcé
montre maintenant tout juste quatre sommets du polygone.
CH1: alors, de proche, regardez, aux points A et B [les montre a I’écran, passe de
A a B en suivant le segment AB du doigt], est-ce que c’est des... est-ce que
c’est des bouts de cercle ?
El: moi je pense que oui...
E2: [maintenant éclairé et convaincu] : non, non, c’est pas un cercle, pas un
cercle du tout Jonathan, regarde c’est plein de petits carrés !

La confusion manifestée ici est révélatrice. Nous 1’avons observée ailleurs, par
exemple chez des étudiants (adultes) d’un programme de formation des maitres a qui
nous avions demandé de faire une analyse a priori de I’activité et d’y planifier les
diverses phases d’institutionnalisation. Une des équipes de deux écrira dans son
rapport :

Durant cette phase, les éleves vont découvrir que plus ils augmentent le nombre de
triangles, plus la forme du polygone se rapproche d'un cercle. Effectivement, lorsqu'ils
décident de construire 360 triangles possédant chacun un angle alpha de 1 degré, ils
obtiennent un cercle.

L’OBJET ANGLE ET SES REPRESENTATIONS

Selon notre analyse, au regard des considérations sur 1’angle dont nous avons
discuté précédemment, cet épisode des deux éleves et du cercle, « un cercle c’est 360
degrés », montre bien la confusion entretenue par eux entre 1’angle et sa mesure. Sont
ainsi completement amalgamés le degré d’angle et le secteur circulaire correspondant
(la «pointe de tarte ») ou plus vaguement encore, 360 degrés et «un rond » ;
amalgames que 1’image du rapporteur et son usage systématique en classe de
géométrie contribuent tres probablement a cimenter. La visualisation que font E1 et
E2 du ‘cercle’ (1 ; 360) est trés certainement iconique (au sens par exemple de Duval,
2005 ou de Mithalal, 2010) mais toute iconique qu’elle soit, elle est imprégnée
d’éléments techniques, technologiques et théoriques apportés par les contextes
scolaires ol ont été vus, nommés et travaillés les objets géométriques en cause :
« dans nos sociétés modernes, le didactique est en quelque sorte ‘partout dense’ dans
le cognitif » (Chevallard, 1992, p. 104).

Du point de vue de la modélisation dans les ETM, il apparait donc que la
métaphore des plans verticaux suggere un cloisonnement qui rend mal compte du
caractere fortement imbriqué des poles sémiotique, instrumental et théorique et des
trois geneses correspondantes. Les objets et concepts polygone, cercle, 360, angle,
degré ont certainement dans le passé scolaire des éleves donné lieu a des
institutionnalisations discursives — ne serait-ce que les définitions proposées par les
manuels — qui les intégraient au référentiel théorique, méme celui, pas toujours
clairement délimité, des ETM personnels des éleves. Ils ont également été au centre
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d’un travail instrumenté — avec le papier ou carton plié, les ciseaux, la regle, le
rapporteur, le compas, divers logiciels, etc. — qui a contribué a fonder ces
institutionnalisations dans le plan In-Dis. Or, ces éléments théoriques et techniques
refont surface méme a travers la visualisation, ce qui suggere une genese sémiotique
fortement imprégnée d’éléments instrumentaux et discursifs. Au plan cognitif, il y a
donc interpénétration des trois pdles, avec des circulations continues d’une genese a
l’autre et des ruptures qui, quand on peut les repérer, suggerent plutdt
métaphoriquement des passages par des singularités dans des variétés a bord — des
erreurs provoquées par de fausses conceptions — comme c’est d’ailleurs souvent le
cas dans les modélisations mathématiques de phénomenes psychologiques.

GEOMETRIE ET ARITHMETIQUE

De fagon analogue, les déplacements des ETMgemerie aUX ETM,nmaique
personnels des deux éleves au cours de 1’activité apparaissent souterrains, progressifs
et continus, avec parfois des sauts qui se manifestent soudainement. Le rdle du
nombre 360 est certes vite reconnu, associé qu’il est a la nécessité que les images du
triangle initial couvrent un tour complet. Comme mentionné précédemment, E1
donne tot des signes qu’il a I’intuition de la relation de divisibilité de 360 par a. Il est
difficile de statuer sur son essai avec o =36, n =10 apres la production (1 ; 360)
parce qu’entre les deux, il y a eu des probleémes avec 1’appareil et o = 36 est la valeur
qui est apparue par défaut au redémarrage. On entendra éventuellement El
marmonner « 360 divisé par... » et plus loin, déclarer : « dans le fond on a juste a
faire... c’parce que... il faut quasiment toujours que c¢ca donne 360.» Mais les
production et validation du polygone pour une valeur de o choisie resteront
tributaires du jeu avec le curseur n, comme si la traduction géométrique de la relation
arithmétique de divisibilité n’allait pas de soi, avec deux registres qui mettent du
temps a se coordonner.

Le choix des valeurs de o, lui non plus, ne suggere pas ce qui pourrait étre une
recherche systématique des diviseurs de 360 conduite dans un ETM;mgique- AUX SIX
couples (30 ; 12), (1 ; 360), (36 ; 10), (3 ; 120), (5 ; 72), (10 ; 36), E1 et E2 ajouteront
sur la 1™ feuille les couples (15 ; 24) et (20 ; 18). Au moment ou ils remettent cette
feuille au chercheur, celui-ci demande « Est-ce que vous avez eu le carré ? Les
polygones réguliers que vous avez vus au primaire... comme le carré... Est-ce qu’il y
a moyen de les obtenir avec c¢a ? » [Il montre 1’écran]. D’ou les quatre premicres
lignes du tableau (reproduit ci-dessous) sur la 2° feuille remplie ensuite par E1 et E2.
Il semble que la prise de conscience de la symétrie, manifeste dans les 3 dernieres
lignes du tableau, ait été déclenchée lorsque E2 a repéré, avec la production du
triangle équilatéral, le retour «inversé » de la paire (3 ;120). Cette prise de
conscience n’a relevé que de la « combinatoire » impliquée, sans libérer E1 et E2 du
besoin d’expérimenter une a une les valeurs 4, 6 et 8 pour a, ce qu’ils feront de fait.
Ce n’est que plus tard, dans la phase d’institutionnalisation a la fin de la premiere
période, que le lien explicite et expliqué avec la divisibilité sera mis en avant et
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discuté.

Mesure o. de ’angle ZACB | Nombre de triangles Nom du polygone obtenu
90 n=4 carré

60 n==6 hexagone

45 n=2_8 Hoctogone [sic]

120 n=3 Triangle équilatéral

4 n=90 Polygone

6 n =60 Polygone

8 n=45 Polygone

DISCUSSION : REPRESENTATIONS ET COORDINATION

On a beaucoup invoqué les travaux de Duval (1995, 1993...) pour faire valoir
I’importance de la coordination de différents registres de représentation sémiotique
dans la conceptualisation :

Pour ne pas confondre un objet de sa représentation, [...] il est nécessaire de disposer de
plusieurs représentations sémiotiquement hétérogenes de cet objet et [de] les coordonner.
[...] Toute représentation est cognitivement partielle par rapport a ce qu’elle représente et
[...] des représentations de registres différents ne présentent pas les mémes aspects d’un
méme contenu conceptuel (1995, p. 69).

Plus loin dans le méme texte, Duval s’attache plus particulierement a
I’enseignement des mathématiques et a ce qu’il appelle la compréhension
monoregistre :

Et méme lorsque [dans I’enseignement] plusieurs registres ont ét€ mobilisés,
simultanément ou successivement, cela n’entraine pas leur coordination. Leurs
apprentissages restent toujours monoregistres. [...] Une compréhension monoregistre est
une compréhension qui ne permet aucun transfert. Seule une compréhension
intégrative, c’est-a-dire une compréhension fondée sur une coordination de registres,
donne ces possibilités de transfert (op. cit., pp. 75-76, caracteres gras dans le texte).

On peut penser qu’effectivement, les transferts entre les domaines géométrique
et arithmétique ne sont pas pleinement mis en ceuvre par El et E2. Le fait que ne soit
pas reconnu l’avantage d’un passage net et tranché a [’arithmétique pour un
traitement (numérique) efficace dans ce domaine et un retour au « géométrique »
ensuite, est le signe d’une coordination entre registres numérique et figural qui est en
train de se faire, sans &tre achevée. La coordination entre registres est ici relative au
concept d’angle. Or, 1’enseignement de celui-ci, des le primaire, nous en avons
discuté, mobilise les registres figural et numérique concurremment. On peut donc
soutenir que les problémes d’apprentissage ne résultent vraisemblablement pas d’une
compréhension monoregistre. Il en a déja ét€ question, méme si sa mesure n’est pas a
proprement parler une représentation de 1’angle mais n’en ai qu’un attribut, une
propriété, il n’est pas clair que 1’éleve du primaire et du début du secondaire la
congoive ainsi.

C’est justement ce que les analyses précédentes mettent en évidence selon
nous : pour qu’une coordination puisse s’amorcer, il faut au préalable que soit
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démélé, dans I’entendement de 1’éleve, ce qui constitue initialement un agglomérat
aux contours indistincts, imprécis, ol se sont agglutinés images, figures, routines
scolaires (de tracé, de mesurage...), nombres et labels langagiers. A I’instar de ce que
Vygotski (1934/1997) a argumenté a propos de 1’évolution du langage chez I’enfant,
I’enseignement doit chercher a faire passer la conceptualisation de 1’angle d’un tout
syncrétique, ou les unités de significations sont condensées, englobantes et
indifférenciées, a un concept articulant diverses unités de signification, plus précises
et spécialis€es, dont certaines seront comprises en tant qu’attributs ou propriétés et
par la-méme, distinguées de 1’objet et de ses représentations.
A la question : peut-on remplacer le nom d’un objet par un autre, par exemple appeler la
vache « encre » et ’encre « vache », les enfants répondent que c’est tout a fait impossible
parce qu’avec I’encre on écrit et que la vache donne du lait. Le transfert du nom
signifierait aussi en quelque sorte le transfert des propriétés d’une chose a 1’autre
tellement est étroite et indissoluble la liaison entre le nom et les propriétés de la chose
(op. cit., p. 436).

Il nous apparait donc que dans la genese psychologique d’un concept comme
celui d’angle, la coordination entre registres est tributaire d’une ‘désagglutination’
préalable par laquelle 1’éleve détache progressivement de I’objet les propriétés qui y
adherent, et sans laquelle il pourrait ne rien y avoir a coordonner. Ce processus
psycho-cognitif ne trouve pas la sa seule manifestation, il s’agit bien a notre avis de
la mé€me condition que celle identifi€ée par van Hiele (dans le passage du niveau 2 au
niveau 3, cf. Tanguay et Geeraerts, 2012, §2.1 [4]) pour que I’éleve ne congoive plus
telle ou telle figure géométrique a travers la litanie de ses propriétés. Il s’agit bien en
fait de distinguer 1’objet de ses propriétés, de désengluer ces propriétés pour €tre a
méme de les envisager séparément, d’en appréhender un a un les liens structuraux, de
cause a effet, une condition essentielle pour €tre ensuite capable de conduire des
démonstrations sur et a partir de ces propriétés (Tanguay, 2007, §1.2). Les conditions
didactiques, les caractéristiques des situations d’enseignement favorisant cette
désagglutination demandent a €tre étudiées.

CONCLUSION

La phase d’institutionnalisation a la fin de la premicre période a permis de
revenir, avec les chercheurs et 1’autre équipe de deux éleves, sur la relation o x n =
360, sur la liste des diviseurs de 360 et sa symétrie comme conséquence des
appariements de ces diviseurs, ainsi que sur les «interprétations » géométriques
particulieres a considérer quand les diviseurs 1, 2, 180 et 360 sont en jeu. En
particulier, I’autre équipe a suscité le débat quand elle a avancé qu’avec les valeurs
o =180 et n =2, on obtenait bien un polygone dont les deux cotés étaient chacun
réduits a un point. On peut penser que cet élargissement audacieux de la classe des
figures reconnues comme « polygones », proposé par les deux éleves, a été rendu
possible par I’aménagement particulier de la tache, dans lequel 1’outil technologique
a permis notamment de ramener l’exploration a une suite de cas a traiter
systématiquement, et menant d’une fagon relativement naturelle a I’examen des cas
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« dégénérés ».

Ici, comme pour I’épisode du «cercle » obtenu avec les valeurs o =1 et
n =360, 'intervention des chercheurs a été cruciale, « ... tant au niveau cognitif que
méta-cognitif, pour a la fois favoriser I’évolution des significations et amener les
éleves a prendre conscience de leurs statuts mathématiques » (Bartolini Bussi et
Mariotti, 2002, p. 754 ; notre traduction). Dans le cas du polygone dégénéré a deux
cOtés, cette intervention s’est principalement située a un niveau méta. Elle a consisté
a mettre en évidence que la validité des affirmations en cause dépendait en derniere
analyse des définitions choisies. Elle a mis en avant d’une part le caractere
conventionnel de ces définitions, d’autre part la nécessité, ces conventions adoptées,
de s’assurer de leurs compatibilité et cohérence a 1’intérieur de la théorie.

Dans le cas du polygone/cercle a 360 cotés, I’intervention a pu &tre efficace
grace aux fonctionnalités des outils technologiques a disposition, principalement ici
la fonction zoom de GeoGebra. Mais on peut penser que le geste du chercheur
suivant du doigt a I’écran le segment joignant deux sommets consécutifs (voir infra,
Polygone ou cercle ?) a eu un réle important comme élément déclencheur dans le
reconnaissance que la figure était celle d’un véritable polygone et non d’un cercle.

Dans les deux cas, ce qui ressort une fois de plus, c’est la forte imbrication des
pdles sémiotique, instrumental et discursif dans la genese conceptuelle (de 1’angle, de
sa mesure, du polygone, du cercle...). Cela suggere que la notion de faisceau
sémiotique (semiotic bundle), due a Arzarello (2006), pourrait €tre un cadre de
modélisation et d’analyse approprié pour rendre compte des ressources sémiotiques
qui entrent en jeu dans les conceptualisations en cause. Nous ne décrirons pas en
détail cette notion, conglomérat unifié de systemes sémiotiques (organisés) et
d’ensembles sémiotiques (non structurés) qui se construit, selon Arzarello, en un
processus essentiellement multimodal.

Nous voulons plutdt revenir ici sur 1’analyse de ce processus que 1’auteur
conduit a partir de la caractérisation faite par Vygotski (1997) du langage intérieur,
autour de la distinction entre sens et signification.

In inner language the sense is always overwhelming the meaning. This prevailing aspect
of the sense has two structural effects on inner language: the agglutination and the
influence. The former consists in gluing different meanings (concepts) into one

expression ; the latter happens when the different senses ‘flow’ together into one unity
(Arzarello, 2006).

A la lumiere de la présente étude, il y aurait lieu selon nous de préciser cette
analyse d’Arzarello. Il faudrait selon nous rendre compte, dans le processus de
conceptualisation (ou d’internalisation, pour paraphraser Vygotski), de deux
mouvements [5], qui vont en quelque sorte en sens inverse, avec le signe
initialement vu comme point d’ancrage. Le premier mouvement est de I’ordre de
I’analytique, 1l part du signe comme d’un tout indifférencié (dans I’entendement de
I’apprenant), relevant d’une pensée qui est fondamentalement syncrétique au départ,
et il va — a travers le processus de désagglutination que nous avons cherché a mettre
en évidence dans le présent texte — vers un enrichissement du signe de ses diverses
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significations possibles, vers une pensée articulant diverses unités de significations
qui se précisent, se distinguent et se spécialisent progressivement ; toutes conditions
essentielles pour que le signe puisse intervenir efficacement dans des processus de
pensée sophistiqués, des processus qui relevent de formes syntaxiques de pensée,
comme par exemple le raisonnement déductif.

Le second mouvement est essentiellement synthétique, et c’est celui que décrit
Arzarello. Il consiste a amalgamer différentes significations autour d’un méme sens,
a élargir le spectre des liaisons possibles, a tisser des réseaux d’analogies, a unifier
les concepts spécialisés en unités plus englobantes et par la plus polyvalentes,
polymorphes, adaptables, et donc plus immédiatement mobilisables par 1’intuition ;
toutes conditions essentielles pour que les concepts puissent intervenir efficacement,
entre autres, dans les processus de recherche ou d’exploration, processus plus
ouverts, divergents, qui demandent une pensée souple et inventive. La coordination
entre registres de représentation de Duval releverait de ce mouvement.

Dans quel ordre ces deux mouvements/processus interviennent-ils ? Quelles
sont leurs importances relatives, comment s’articulent-ils ? Il nous apparait que les
deux sont continuellement et concurremment en développement dans 1’apprentissage
des mathématiques, mais que le premier des deux est nécessaire pour mettre en branle
une genese sémiotique minimalement riche. Bien siir, ces questions restent a clarifier,
a explorer, a développer...

NOTES

1. Typiquement, le probleme des droites « presque paralleles » dans Houdement et Kuzniak
(2006).

2. Du moins tant que la définition de 1’angle n’a pas été étendue pour inclure les angles de
« plus d’un tour », ce qui ne se fait généralement pas avant 1’étude de la trigonométrie dans
le cercle et des fonctions trigonométriques, plus tardive dans le cursus.

3. Dans les Grundlagen de Hilbert, 1'angle est effectivement défini comme la réunion de deux
demi-droites de méme extrémité, mais ces demi-droites ne sont pas portées par une méme
droite : pas d'angle nul, d'angle rentrant, pas méme d'angle platchez Hilbert! Le
développement géométrique qui en résulte est bien entendu parfaitement rigoureux, mais
n'est probablement pas bien adapté au travail visé par le secondaire.

4. Ces niveaux correspondraient en fait aux niveaux 1 et 2 dans la these originale de van Hiele
(voir par ex. van Hiele 1959, p.201). La littérature sur le sujet a maintenant tendance a
décaler les niveaux pour considérer que le niveau O est celui de I’enfant en bas age qui ne
connait encore rien des figures géométriques.

5. Dans la citation précédente, Arzarello parle de deux effets structuraux (sur le langage
intérieur) mais selon notre angle d’analyse, ce sont deux aspects du méme mouvement
synthétique, que nous décrivons par la suite.
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EL TRABAJO MATEMATI’CO DE PROFESORES EN EL
TRANSITO DE LA GEOMETRIA SINTETICA A LA ANALITICA
EN EL LICEO

Carolina Henriquez-Rivas, Pontificia Universidad Catolica de Valparaiso - Chile

Elizabeth Montoya-Delgadillo, , Pontificia Universidad Catélica de Valparaiso - Chile

En este trabajo mostramos parte de los resultados de una investigacion doctoral
sobre el trabajo geométrico de profesores de liceo en Chile cuando las temdticas
involucran los enfoques de geometria euclidiana sintéticos y analiticos. La
investigacion se sustenta en la teoria Espacio de Trabajo Matemdtico. Se presentan
andlisis relativos al diseiio y experimentacion de situaciones de referencia en el
espacio de trabajo geométrico personal y considerando el caso de un profesor de
matemdtica. El tema se presenta como una nueva dimension de estudio para el ETM.
Palabras clave: espacio de trabajo geométrico, enfoque sintético, enfoque analitico,
profesor.

INTRODUCCION

El propésito del presente trabajo es mostrar parte de los resultados de una
investigacion doctoral sobre el trabajo geométrico de profesores de liceo en Chile,
cuando las temdticas estdn insertas en el dominio de la geometria (euclidiana),
abarcando los enfoques con y sin coordenadas cartesianas —usamos la denominacion
geometria analitica y geometria sintética—. Especialmente, se presentan resultados
relativos al disefio y experimentacidn de situaciones de referencia, particularmente, el
espacio de trabajo geométrico personal de un profesor de secundaria. Este trabajo se
sustenta en la teoria Espacio de Trabajo Matemdtico, ETM (Kuzniak, 2011), y que en
sus origenes fue conocida como teoria de Paradigmas Geométricos y Espacio de
Trabajo Geométrico, ETM;, (Houdement & Kuzniak, 1996, 2006).

Para distinguir entre geometria analitica y geometria sintética, se ha
considerado la distincion que ofrece Klein (1908), quien sostiene “Geometria
sintética, aquella en la cual se estudian las figuras en si mismas sin intervencion
alguna de férmulas, mientras que en la analitica, estas se aplican constantemente
mediante el uso de los sistemas de coordenadas” (p. 73). A lo anterior, Klein
prosigue:

“En realidad, la diferencia entre ambas especies de Geometria es puramente
cuantitativa: segtiin predominen las férmulas o las figuras, se tiene una u otra
Geometria, ya que una Geometria analitica no puede, sin perder su nombre,
prescindir en absoluto de la representaciéon geométrica, ni, por el contrario, la
Geometria sintética puede ir més lejos sin expresar de un modo preciso, con férmulas
adecuadas sus resultados.” (p. 74)

Especificamente, es en el célebre “Programa de Erlangen” (1872) donde
Klein preconiza el cese a las disputas entre las geometrias sintética y analitica, pues
bajo este punto de vista, una “geometria” vendria a ser el conjunto de propiedades
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invariantes mediante las transformaciones del grupo correspondiente (Bourbaki,
1969).

Un estudio sobre la ensefianza de la geometria actual desarrollado por Gascén
(2002), entre otros aspectos, da cuenta de la falta de transito y complementariedad
entre la geometria sintética y la analitica. Para Gascén, estas viven en «mundos
separados».

El presente trabajo, se suscribe al punto de vista de Gascon, sustentando los
andlisis en evidencia empirica [1] y una propuesta sobre la necesidad que se
influencien mutuamente. Para lograr dicho propoésito, se proponen situaciones de
referencia que buscan favorecer la creacion de un ETMg personal eficiente en
términos del transito y complementariedad de un enfoque geométrico a otro. En este
articulo, se presentan los resultados relativos al disefio y experimentacion,
especificamente, se muestra el caso de un estudiante-profesor, en udltimo afio de
formacion inicial.

MARCO TEORICO

Este estudio se sustenta en el enfoque de los Paradigmas Geométricos y
Espacio de Trabajo Geométrico (ETMg) desarrollado inicialmente por de
Houdement y Kuzniak (1996, 1999, 2006). En la actualidad es la llamada Espacio de
Trabajo Matemdtico (ETM) que surge con la necesidad de profundizar en otros
dominios de la matematica (Kuzniak, 2011).

Espacios de trabajo matematico

El ETM se define como un ambiente organizado para permitir el trabajo de las
personas que resuelven tareas matemaéticas y se constituye por dos planos, cognitivo
y epistemoldgico, en relacion directa con los contenidos matematicos del dominio en
juego. En cada plano hay tres componentes; en el cognitivo estdn presentes los
procesos de visualizacion, construccion y prueba y, en el epistemoldgico, el
representante, artefactos y referencial. Las componentes de los planos, se articulan
mediante tres génesis: semidtica, instrumental y discursiva. La génesis semiotica,
asociada a las representaciones de los objetos matematicos. La génesis instrumental,
permite hacer operatorios los artefactos en el proceso constructivo. La génesis
discursiva que da sentido al referencial tedrico (definiciones, propiedades) para
ponerlo al servicio del razonamiento matematico (Kuzniak, 2011).

La idea del representante esta relacionada a la nocién signo de Peirce (1978),y
tiene que ver con el objeto matemdtico bajo formas mas o menos abstractas: iconos,
indices y simbolos. Un signo remite a su objeto de alguna de estas tres formas, segun
un proceso semidtico —llamado aqui visualizacion— involucrado en funcién de las
significaciones de su utilizador. La articulacion entre ambas componentes se produce
con la génesis semiotica.

En relacion a los artefactos, la concepcion de Rabardel (1995) es
complementaria para comprender el uso de artefactos en el ETM. Rabardel distingue
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que un artefacto puede ser material o un sistema simbodlico, empleado como un medio
para la accion. En este sentido, el instrumento es considerado como una entidad
mediadora, entre el sujeto y el objeto sobre el cual se dirige la accién y, ademds, una
entidad mixta, que comprende el artefacto y componentes cognitivos relacionados
con los esquemas de uso. En la concepcién del ETM el proceso de construccion esta
determinado por los instrumentos utilizados. La articulacion entre ambas
componentes se produce con la génesis instrumental.

La componente referencial remite a los elementos de indole tedrico
matemdtico del dominio en juego (geometria, dlgebra, andlisis, etc.). Aqui se
encuentran las propiedades y definiciones involucradas en un razonamiento y como
estas son utilizadas en un discurso para argumentar y convencer —llamado prueba—.
La articulacion entre ambas componentes se produce con la génesis discursiva.

En los distintos ETM es posible identificar tres tipos, dependiendo de la
funcion de la reflexion del sujeto cuando se enfrenta a un problema determinado: un
referencial definido de manera ideal sobre criterios matematicos (ETM de
referencia), un espacio definido en términos de ensefianza en una institucion dada con
una funcion definida (ETM i1d6neo) y, un espacio propio de cada utilizador fruto de la
reflexién entre sus conocimientos matematicos y los que utiliza para resolver una
tarea (ETM personal). En esta investigacion, los andlisis estdn referidos al ETM
idoneo del profesor.

Paradigmas geométricos y espacio de trabajo geométrico

Al considerar las particularidades del dominio geométrico en el ETM, Ila
génesis semiotica se denomina génesis figural, la cual permite describir el proceso
semidtico que estd asociado al pensamiento visual que opera en geometria (Kuzniak,
2011). El espacio real y local se presenta como componente particular del ETM en
el plano epistemolégico (el representante del ETM); es el soporte material con un
conjunto de objetos concretos y tangibles.

Para analizar las componentes de los planos del ETM, se han incluido
enfoques que lo complementan. Sobre la visualizacion, para Duval (1999) estd
basada en la produccion de una representacion semiodtica (figuras geométricas,
grificos cartesianos) de un objeto. Duval (2005) distingue dos modos de visualizar
que pueden funcionar segun el tipo de operacion con las figuras y cémo se movilizan
sus propiedades; un modo icdnico y uno no-iconico.

Sobre la componente artefactos, se considera la concepcion (ya citada) de
Rabardel (1995), este puede ser material, como una regla, un compds o un software,
los cuales permiten trabajar sobre una figura. También estos pueden ser simbolicos,
que permite producir un resultado en un registro semidtico distinto al figural.
Ademds, el enfoque instrumental (Artigue, 2002; Trouche, 2002) permite estudiar
una tarea dada a los alumnos en contextos tecnoldgicos y comprender el desarrollo
del trabajo geométrico y sus dificultades especificas asociadas al uso de las
tecnologias. En este sentido, el trabajo de Gémez-Chacén y Kuzniak (2011) ofrece un
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estudio del trabajo geométrico de futuros profesores cuando utilizan un software
geométrico (Geogebra) y como este influye en la construccion del ETM,.

En la concepcién de Balacheff (1987) sobre el proceso de prueba, distingue
entre las pragmadticas y las intelectuales y, una tipologia propia para cada una de
estas pruebas, que se diferencian por el estatus de los conocimientos en cuestion y la
naturaleza de la justificacion subyacente.

Sobre la formulacién de los paradigmas geométricos, Houdement y Kuzniak
(1996, 1999, 2006) identifican tres tipos paradigmas que coexisten en la ensefianza de
la geometria, los que organizan la interaccion entre la intuicion, la experiencia y el
razonamiento. Desde esta perspectiva, podemos observar como un sujeto reflexiona
de acuerdo a las creencias, técnicas y el conocimiento de distintos modelos
geométricos cuando desarrolla una tarea especifica, es decir, que el ETMy puede
variar dependiendo del paradigma geométrico dominante.

En el paradigma Geometria Natural (GI), la geometria es sobre objetos reales.
El trabajo se realiza sobre objetos materiales, con ayuda de la percepcién y la
manipulaciéon de instrumentos Yy, por tanto, la importancia en la aproximacién y la
medida. La construccién y la percepcién estdn en el centro de esta geometria de tipo
experimental.

En el paradigma Geometria Axiomdtica Natural (GII), la geometria se
construye sobre un modelo préximo a la realidad e intuicién espacial. El
razonamiento de validacion se funda sobre las leyes hipotéticas deductivas del
sistema axiomdatico en juego, que puede ser incompleto, y donde los objetos
geométricos son descritos por una propiedad, su definicion.

En Geometria Axiomdtica Formal (GIll), se caracteriza por la separacion entre
la axiomatica y la realidad. Los axiomas no estin basados en lo sensible, el
razonamiento de validacién estd basado en la coherencia l6gica y formal, a través del
sistema de axiomas del modelo subyacente. Los objetos provienen de una axiomaética
con toda la rigurosidad y formalismo del modelo geométrico elegido.

Esta idea de paradigma geométrico ha sido inspirada por la nocidén de
paradigma segin Kuhn en su trabajo sobre las estructuras de las revoluciones
cientificas. En este sentido, un paradigma designa el conjunto de las creencias,
técnicas y valores que comparte un grupo cientifico y, el acceso al paradigma pasara
por la resolucién de un cierto nimero de problemas caracteristicos (Kuzniak, 2011).

Finalmente, es posible analizar diferentes circulaciones entre las componentes
de los planos cognitivo y epistemoldgico en el ETMg, es decir, como se articulan los
planos mediante las génesis, especificando las componentes puestas en juego. En este
estudio, se muestran resultados relativos al disefio y experimentacién de situaciones
de referencia y, particularmente, el espacio de trabajo geométrico personal de un
profesor de matemadtica, a través del estudio sobre la circulacion entre las
componentes de los planos en el ETM,;. Se considera como tema central, el transito y
complementariedad entre los enfoques geométricos euclidianos sintético y analitico
(cartesiano). Las situaciones de referencia que han sido implementadas en una fase
experimental, tienen la intencién de integrar las tres génesis, lo cual implica,
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coordinar aspectos semiodticos con procesos de construccidn y, razonamientos
argumentativos y deductivos, ademds, favorecer un trabajo que privilegia el
paradigma GII. Luego, se dan a conocer perspectivas desde el ETM con el proposito
favorecer el trabajo del profesor en geometria.

En la seccion siguiente, se muestra un extracto sobre el estudio al ETM de
referencia e idoneo del profesor de secundaria. Estos andlisis han significado una
parte relevante e influyente en el disefio de las situaciones de referencia, asi como
también, han proporcionado evidencia empirica sobre el tema.

ELEMENTOS DE CONTEXTUALIZACION: ETM, DEL PROFESOR

Para analizar el trabajo geométrico del profesor de secundaria, se han estudiado
los diversos tipos de espacios de trabajo (referencial, idéneo, personal) considerando
distintos mecanismos para la obtencion de la informacién, a fin de comprender de
manera global qué elementos caracterizan su trabajo e identificar cual es el
paradigma geométrico privilegiado en el ETM, del profesor cuando su trabajo
contempla los enfoques geométricos sintético y analitico.

En una aproximacion al ETM de referencia del profesor de secundaria, se
analiza el curriculum escolar sobre los contenidos del eje geometria y coOmo estos
efectivamente no relacionan los enfoques geométricos euclidianos con y sin
coordenadas cartesianas. En relacion al ETM idoneo del profesor, se presentan
resultados de un estudio sobre la prictica en el aula de profesores cuando las
temadticas se desarrollaron en uno u otro enfoque. En este caso, el interés fue estudiar
las transposiciones realizadas por profesores de secundaria para la ensefianza de la
geometria, las tareas que propone durante la clase y el ETM, desarrollado en torno a
estas.

El caso del curriculum escolar

En el curriculum escolar vigente (Ministerio de Educacién [Mineduc], 2009),
especificamente en el eje geometria, el documento sefiala ampliar “la base
epistemoldgica de la geometria, mediante las trasformaciones rigidas en el plano, los
vectores y la geometria cartesiana” (p. 146). Esto se manifestaria, segtin sefala, en el
esfuerzo por incluir diferentes enfoques para el tratamiento de los problemas, al
relacionar este eje con el de nimeros, dlgebra y datos y azar. De modo general, hasta
Octavo Baésico (13 afios), el trabajo geométrico se efectia sin el uso de coordenadas,
donde predominan temas referidos a elementos bésicos de la geometria euclidiana,
tales como punto, recta, trazos, dngulos; los tratamientos figurales, el estudio de
algunas propiedades, construcciones, realizacion de transformaciones de figuras
planas utilizando regla y compas (o un software) y sobre cuerpos geométricos.
Posteriormente, en Primero Medio (14 afios) comienza el estudio en el plano
cartesiano para representar puntos, figuras, vectores y las transformaciones
isométricas. Ademds, se incluye la congruencia de figuras planas, pero no se explicita
en qué enfoque geométrico trabajar. En Segundo Medio (15 afios) el trabajo no
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considera el uso de las coordenadas, se basa en la semejanza de figuras planas,
angulos en la circunferencia y la demostracién de algunos teoremas. Hasta este nivel
el tema de la geometria sintética, analitica, su complementariedad y el paso de un
enfoque a otro es invisible para el docente. Es en Tercero Medio (16 afios) que el
tema de la geometria analitica aparece explicitamente en uno de los Objetivos
Fundamentales “Comprender la geometria cartesiana como un modelo para el
tratamiento algebraico de los elementos y relaciones entre figuras geométricas™ (p.
188). Sin embargo, no se entrega informacion que oriente el trabajo del docente, pues
el énfasis segiin lo declarado, estd en los tratamientos algebraicos dejando de igual
forma, aspectos que no son considerados ni cuestionados [2].

El profesor y su practica en el aula

En una aproximacion al ETM idéneo del profesor de secundaria, se han
estudiado practicas en aula de profesores, en tematicas de geometria. A continuacion,
se presenta un caso representativo sobre el trabajo geométrico iddneo de profesores
chilenos.

La sesion analizada que se presenta, se llevd a cabo el afio 2011, el nivel
corresponde a Segundo Medio. El trabajo se desarrolld en contexto geométrico
euclidiano sin coordenadas (ETMgs) [3], especificamente, el tema declarado el
profesor es sobre Teorema de Thales. Se analizaron las tareas dadas por el profesor
(P1) durante la clase y se distinguié una de ellas que denominamos clave, pues se
trata de la tarea propuesta en el episodio donde el docente focaliza la atencion en el
tema central de la clase. En este caso, la tarea seleccionada fue “calcular la medida
del cateto de un tridngulo semejante a otro tridngulo dado”.

En relacion a la circulacion entre las componentes de los planos del ETM
segln la tarea seleccionada, esto se describe como sigue: el trabajo se activa por la
génesis figural, especificamente la visualizacion de un tipo de configuracion 2D/2D
[4] (Figura 1: imagen 1). El trabajo sobre figuras (tridngulos rectangulos) es
relacionar atributos para afirmar que se trata de figuras semejantes (dngulo recto y los
catetos horizontal/vertical). El proceso de visualizacion se relaciona a lo que Duval
(2005) llama una visualizacién iconica y, especificamente del tipo botaniste. Luego,
asigna ndmeros a los catetos de los tridngulos (que se asumieron rectdngulos) e
interpreta una proporcion, privilegiando la génesis instrumental donde una propiedad
de proporciones es usada como artefacto simbdlico que permite calcular un valor
desconocido mediante tratamientos en los registros numérico y algebraico. Este
espacio de trabajo que, inicialmente fue declarado por P1 en geometria, cambia a un
trabajo aritmético/algebraico, esto luego de interpretadas las proporciones y, donde
el trabajo se basa principalmente en calcular ecuaciones (Figura 1: imagen 2). En lo
que sigue, el trabajo consiste en el uso del artefacto simbdlico a partir de la
visualizacion de ciertos ejemplos prototipicos, en referencia a Hershkowitz (como se
cita en Scaglia & Moriena, 2005), y que promueven los tratamientos algebraicos y
produccion de resultados numéricos.
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Figura 1: Imagenes del trabajo realizado por P1.

En este caso, el trabajo estd basado en resolver una ecuacion, los signos
empleados (las equis) no son interpretadas desde el dominio geométrico, lo que
reduce a que se desarrolle una “geometria algebrizada”. Desde este punto de vista, el
rol del profesor es fundamental para que potencie el ETM que se desea desarrollar y
no uno que se reduzca a “algebrizaciéon” (Montoya-Delgadillo, Mena-Lorca & Mena-
Lorca, 2014).

Por otro lado, consideramos que para coordinar el enfoque sintético con el
analitico, el uso de signos y la semidtica intencionada favoreceria el tréansito,
especialmente, aquellos sobre tratamientos y conversiones entre los registros
numérico y algebraico. No obstante lo anterior, se debe prestar atencion, pues si bien
el trabajo podria contribuir, se debe tener en cuenta sobre los riesgos de caer en los
cdlculos ciegos al resolver ecuaciones, perdiendo el sentido del trabajo geométrico en
si y provocando un cambio de dominio (de geométrico a aritmético/algebraico) sin
retorno al dominio inicial (Montoya-Delgadillo & Vivier, 2014).

En general, relativo al ETM; de profesores de secundaria, los andlisis han
proporcionado informacion y evidencias respecto a la discontinuidad entre los
enfoques sintético y analitico. En este sentido, se estudian como si se tratara de
mundos separados —en alusion a Gascon—. Ademds, existe un privilegio por el trabajo
en GI, donde la génesis discursiva, la componente referencial, el proceso de
visualizacion y el uso de instrumentos, son desplazados por un trabajo que privilegia
los tratamientos algebraicos y los artefactos simbdlicos en el trabajo geométrico.

En lo que sigue, se presentan elementos de la metodologia empleada en el
disefio y aplicacion de situaciones de referencia.

ASPECTOS METODOLOGICOS
Caracteristicas generales y seleccion de casos

Con el propésito de favorecer el trdnsito y la complementariedad entre los
enfoques sintético y analitico, se han disefiado y aplicado situaciones que
denominamos de referencia para profesores de nivel secundario. En términos del
ETM, la intencion es integrar las tres génesis, en particular, favorecer el proceso de
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visualizacién no-iconica en coordinacion con razonamientos discursivos (Duval,
1995, 1999, 2005), privilegiando el trabajo en el paradigma GII (o bien, el paso de GI
a GII).

Para este estudio se escogieron métodos cualitativos de investigacion, como la
grabacion y transcripcion de audio de los didlogos entre profesores durante las
sesiones, observacion de sesiones no participante, el estudio al hébitat del problema
en enseflanza media y la revision de antecedentes sobre el tema.

En relacion al disefio de las tareas y su vinculo con el ETM, Kuzniak (2011)
afirma que, “Los problemas no son parte del espacio de trabajo pero son su razén de
ser y su activador” (p. 13), es por esta razén que, para analizar el ETM personal del
docente en situaciones que provocan el transito entre los enfoques geométricos,
resultd fundamental, el disefio de las situaciones que provocan dicho trabajo. Sobre
las tematicas involucradas, fueron considerados elementos basicos de la Geometria
Euclidiana en el plano tales como puntos, rectas, trazos; figuras planas tales como
poligonos y circunferencias y, ademds propiedades y definiciones sobre dichos
elementos primarios. El criterio utilizado para esta seleccion, obedece a que las tareas
propuestas pueden ser resueltas en ambos enfoques y se trata (a priori) de tematicas
que pueden ser abordadas por un profesor de ensefianza de secundaria en Chile, aun
si son tratadas de manera discontinua, pues corresponden a topicos de geometria que
estan presentes en la ensefianza obligatoria.

En el disefio y seleccién de las tareas, en una etapa pre-experimental, fueron
aplicadas distintas situaciones a un grupo de 3 estudiantes en ultimo afio de
pedagogia en matematica de una universidad chilena, en noviembre de 2013. Lo cual
permiti0 determinar qué situaciones entregan informacion relevante para esta
investigacion y, posteriormente, refinar aquellas que se usaron en la experimentacion.
Por ejemplo, fue relevante considerar el grado de dificultad, las tematicas
involucradas, el tiempo que tardaban en resolver una secuencia y el uso de artefactos
materiales —dada su extension, no seran presentados dichos resultados—.

La experimentacion se desarrollé en diciembre de 2013 y enero de 2014. Las
sesiones fueron desarrolladas en la universidad de los participantes, o bien, en su
lugar de trabajo. La duracién fue de 120 minutos —aproximadamente 60 minutos por
situacion—, no se les indicd previamente qué tOpicos estaban involucrados. Los
participantes, fueron clasificados segun su experiencia en los siguientes tres grupos:

Futuro profesor (FP): estudiantes de formacién inicial en dltimo afio de
pedagogia en matemadtica, que poseen experiencia como profesor de secundaria.

Profesor debutante (PD): profesor de matemadtica de secundaria con hasta 3
afnos de ejercicio profesional.

Profesor experimentado (PE): profesor de matemaética de secundaria con mas
de 7 afios de ejercicio profesional.

La formacién inicial de los profesores se desarrollé en universidades chilenas
publicas y una institucion privada. La informacién general de los profesores
participantes se presenta en la Tabla I.
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Profesor Universidad privada | Universidad estatal Total
FP 6 9 15
PD 0 2
PE 0 2 2

Tabla I: Poblacion de profesores participantes.

Del total (19) de la poblacién participante, 11 utilizaron regla y compas y, 8
utilizé el software Geogebra. La elecciéon del tipo de artefacto, fue consultada y
acordada con los docentes y de forma voluntaria se inclinaron por uno u otro. En lo
que sigue, se presenta el caso de un FP perteneciente a una universidad estatal, el cual
es representativo de uno de los grupos participantes.

Presentacion de las situaciones de investigacion

Para favorecer el transito y la complementariedad entre los enfoques sintético y
cartesiano, fueron disefiadas dos situaciones de referencia que coordinan las génesis
del ETM,, en particular, favorecer el proceso de visualizacion no-iconica
(constructeur e inventeur-bricoleur) en coordinacién con razonamientos discursivos
(Duval, 1995, 1999, 2005) y uso de artefactos, privilegiando el trabajo en el
paradigma geométrico GII (o bien, el paso de GI a GII).

Cada secuencia fue disefiada como un protocolo de accion, en donde los
participantes debian desarrollan un plan de trabajo detallado. En este escrito,
presentamos la primera situacion de referencia, en la modalidad con uso de software
Geogebra, la cual consta de tres partes. La segunda situacion no se presenta dada su
extension.

Primera situacion: “Un lugar geométrico”.

La primera parte corresponde a la tarea formulada en version sintética.

Dados dos puntos A y B en el plano, construir el lugar geométrico de los puntos del
plano que equidistan de A y B.

Para ello use un software dindmico y solo utilizando las herramientas “Interseccion de

dos objetos” B, “Recta que pasa por dos puntos” ﬁ y “Circunferencia dado su

centro y uno de sus puntos” . Marca con rojo el lugar geométrico y verifica la
construccion moviendo los puntos A y B.
Describa paso a paso la construccion realizada.
( Como justifica que la construccién realizada es la correcta? ;Qué definiciones y/o
propiedades aparecen involucradas?
Si se movieran los puntos A y B ;la solucién sigue teniendo validez? Justifique su
respuesta.

En este caso, se pretende al construir la recta que da solucion a la tarea,
favorecer una visualizacién que, segin Duval (2005), tiene elementos de
constructeur. Al restringir las herramientas del software, las mediciones y el trabajo

en GI, quedan limitados. Las preguntas 1 y 2, tienen la intencion de ayudar a que
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efectivamente se coordine el trabajo figural e instrumental, con el discursivo, pues es
preciso recurrir a elementos del referencial para justificar la construcciéon. La
pregunta 3, tiene por objetivo aprovechar el potencial dindmico del software en la
validacion de la construccion.

En la segunda parte, se presenta la siguiente tarea formulada en version
analitica.

Dados dos puntos A(0,0) y B(2,2) en el plano, determinar algebraicamente el lugar
geométrico de los puntos que equidistan de A y B.
(Como justifica que la expresion algebraica es la correcta? ;Qué definiciones y/o
propiedades aparecen involucradas?

En este caso, se trata de una version analitica particular de la version sintética
anterior, que favorece la continuidad entre los enfoques.

La dltima parte de esta secuencia, pretende situar al profesor desde la
perspectiva de la ensefianza, es decir desde su ETM-idoneo, a través dos preguntas
abiertas. En ambas preguntas, la intension es provocar la comparacion entre ambos
enfoques geométricos y que pueda concluir respecto a la posibilidad realizar ambos
trabajos en continuidad y complementariedad en la ensefianza.

De la pregunta 1 (version sintética) y la pregunta 2 (version analitica), responda:

(Qué consecuencias o qué caracteristicas se pueden extraer del lugar geométrico que ha
determinado?, ;como lo justifica en ambos casos?

En su rol de profesor, y considerando a sus (futuros) estudiantes de Ensefianza Media
,le parece que un procedimiento es mas apropiado que el otro?, ;por qué? Explicite su
respuesta.

ANALISIS DE RESULTADOS

A continuacién, se muestran los andlisis relativos al ETM personal de un
futuro profesor (FP1). Presentamos la circulacion entre las componentes de los
planos cognitivo y epistemoldgico de los ETMj; sintético y analitico, especialmente,
como se desarrolla el trabajo en torno a las génesis. Parte relevante del estudio, es
analizar cémo el docente se enfrenta a la posibilidad de trabajar los enfoques
geométricos considerando transito y complementariedad entre estos y sobre el
paradigma geométrico que privilegia en cada caso.

Estudio del ETM,, personal de FP1
Primera parte: version sintética

El trabajo de FP1 se caracteriza por privilegiar (inicialmente) la articulacién
entre las génesis figural e instrumental. El trabajo consiste en trazar una recta que
pasa por A y B dados, luego dos circunferencias de centro A y B, respectivamente —
sin aludir a sus radios—. En seguida, FP1 usa la herramienta de interseccion de dos
objetos para marcar los puntos C y D (Figura 2: imagen 3). Luego, traza la recta que
pasa por Cy D, e indica:

FP1: Visualmente puedo presumir que la recta b es el posible lugar geométrico,
por lo que debo demostrarlo a continuacion.
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Finalmente, al validar (y para dar respuesta a las preguntas 2 y 3), FPI
coordina la génesis discursiva y el proceso de visualizacién, apoyado en la
construccion de un paralelogramo y las propiedades de sus diagonales (Figura 2:
imagen 4). En este caso, aprovecha el potencial dindmico del software para deslizar
puntos de la construccién. Finalmente, concluye, que la recta CD es simetral
(mediatriz) de la recta AB.

Imagen 3: circunferencias con Imagen 4: paralelogramo ADBC
centro Ay B.

Figura 2: Imagenes del trabajo sintético realizado por FP1.

Para justificar su construccion, alude a que ADBC es un paralelogramo y, por
tanto, que la mediatriz del segmento AB es perpendicular al trazo y lo biseca,
ademads, sefiala que la construccion siempre tiene validez, pues depende del segmento
AB, lo cual solo varia el radio de las circunferencias.

En el caso del trabajo sintético de FP1, privilegia GII, donde propiedades de
figuras y definiciones justifican la construccion realizada. En este sentido, el trabajo
es realizado en concordancia con el propdsito de la situaciéon planteada, es decir,
favorecer la visualizacion no-iconica (constructeur) en coordinaciéon con
razonamientos discursivos para validar el trabajo. La utilizacion del programa para la
construccion, permite afirmar que FP1 ha instrumentalizado el artefacto y, con esto,
la génesis instrumental se activa y conecta las génesis figural y discursiva.

Segunda parte: version analitica

En este caso, FP1 inicialmente grafica (en una hoja) los puntos dados A, B y
un punto C ubicado en el punto medio del segmento AB (Figura 3: imagen 5). La
version sintética ayuda a ver que el lugar geométrico pasa por C. Ademas, FP1 sefala
que se trata de una recta. El trabajo se desarrolla a partir de la visualizacién de los
puntos, que luego coordina con un trabajo semidtico y, proponemos el uso de
“distancia entre dos puntos” como artefacto simbdlico, en el desarrollo de
tratamientos algebraicos (Figura 3: imagen 6). Asi, el trabajo que inicialmente es ver,
continua favoreciendo la génesis semiodtica y ciertos elementos de la componente
referencial. En este sentido, hay una conversion entre la representacion gréifica y el
lenguaje algebraico.

En este caso, que involucra una version particular (y un trabajo sintético que
ayudé inicialmente a graficar), presenta elementos del paradigma GI. Sin embargo,
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hay un tipo de trabajo semi6tico (conversion y tratamiento) desarrollado por FP1 que,
ademads, se justifica con un teorema; el trabajo presenta caracteristicas del paradigma
GII. En este sentido, se considera que el ETM en version cartesiana privilegia un
paso de GI a GII.

R
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¢

Imagen S: puntos A, By C en el

’ Imagen 6: trabajo algebraico en GC.
plano cartesiano.

Figura 3: Imagenes del trabajo cartesiano realizado por FP1.
Tercera parte: preguntas al profesor

FP1 diferencia entre el primer caso sintético y el segundo analitico, al respecto
declara:

P1: En la version sintética se demuestra el lugar geométrico en general para
cualquier punto A, B [...]. Para la version analitica se demuestra el lugar
geométrico para los puntos A y B particulares.

FP1 destaca que en ambos casos, el lugar geométrico es una recta. Al
responder sobre la pertinencia de uno u otro procedimiento en la ensefianza, sefiala
que depende del nivel de los estudiantes, pues declara, la versién sintética se puede
abordar desde 6° basico (11 afos), la otra requiere mas conocimientos algebraicos
que en ese nivel no poseen.

CONCLUSION

En estudios anteriores [3], se ha evidenciado sobre el predominio del trabajo
aritmético/algebraico, la visualizacién iconica y poco énfasis en los razonamientos
discursivos, son parte del trabajo geométrico en secundaria en Chile. A lo anterior, se
suma la falta de orientaciones didacticas para el profesor, sobre qué transposiciones
puede realizar, qué tareas proponer para favorecer un mejor ETMy personal de los
estudiantes. En este trabajo, proponemos una forma de complementar los enfoques
sintético y cartesiano, a través de un trabajo que coordine las tres génesis del ETM.

Respecto a los resultados del trabajo de FP1, la situaciéon de referencia logra
que coordine ambos enfoques; el trabajo sintético ayudoé en el desarrollo del trabajo
cartesiano. El restringir las herramientas del software fue otro aspecto a destacar en la
propuesta como variable did4ctica, pues obligé a realizar una construccién vy
favorecer la visualizacion que a priori se pretendia. En la tercera parte de la situacion,
cuando se pregunta por la posibilidad de llevar este tipo de trabajo a la ensefianza,
FP1 se refiere al nivel de los estudiantes términos del curriculum vy, el cual se ha
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constatado que se abordan de forma discontinua.

Por otro lado, se evidencia que FP1 no distingue tipologias de prueba. Este
asunto, segin trabajos anteriores, no ha sido resuelto en la formacién de profesores
en Chile (Montoya, 2010). Se debe trabajar en propuestas donde la génesis discursiva
sea privilegiada a nivel de transposicion en coordinacion con las otras génesis del
ETM.

En otros casos que no fueron presentados en este trabajo, particularmente de
PE, ellos manifestaron que el trabajo geométrico (idéneo) lo desarrollan sin
considerar la complementariedad entre enfoques. Declaran que es factible realizar el
trabajo para cursos de enseflanza media electivo [5], y es posible retomar contenidos
de niveles anteriores para comparar los enfoques.

La evidencia empirica en el enfoque cartesiano, ha mostrado elementos que
contribuyen en caracterizar los paradigmas en este sub-dominio geométrico. Ademads,
las situaciones de referencia se proponen como rutas de trabajo que articulan los
componentes del ETM de una forma intencionada.

Por ultimo, consideramos que es posible extender la investigacion, abarcar
otras temdticas y otro tipo de tareas. Por ejemplo, mirar la geometria desde el punto
de vista del grupo de transformaciones geométricas, en alusién al punto de vista de
Klein, es una oportunidad para continuar en esta linea de investigacion. Asimismo,
considerar como influir en el ETM, idoneo de un profesor de liceo para coordinar los
enfoques y la posibilidad de llevarlo a su préctica en el aula.

NOTAS

1. Dada su extension, se presentan extractos de los estudios realizados.

2. En el ultimo nivel de la ensefianza obligatoria chilena, Cuarto Medio, se estudian las
primeras nociones de geometria analitica del espacio. El paso del plano al espacio, no sera
abordado.

3. Articulo titulado “Espacios de trabajo geométrico sintético y analitico de profesores y su
prdctica en el aula”, desarrollado por Henriquez y Montoya (2014) —en revision—.

4. Considerando la idea de configuracion segin Duval (2005), para quien una configuracion
nD/2D corresponde a objetos representados en el plano.

5. En Chile, en los ultimos dos niveles de ensefianza obligatoria de establecimientos
cientifico-humanista, los alumnos pueden escoger mas horas y especializacion en matemética, entre
otras dreas.
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L’ALGORITHMIQUE COMME OBJET D’APPRENTISSAGE DE
LA DEMARCHE DE PREUVE EN THEORIE ELEMENTAIRE DES
NOMBRES : ALGORITHME DE KAPREKAR

Dominique Laval, L.D.A.R. - Université Paris 7

L’hypothese sous-jacente des programmes francais mis en place depuis 2010 dans
les cours de mathématiques du lycée est que le travail sur des algorithmes peut aider
I’éleve a accéder a de nouvelles notions mathématiques ou développer des
démarches, des compétences. Nous définissons d’abord des cadres théoriques
permettant d’analyser des situations d’enseignement d’algorithmes au lycée, puis
nous étudions [’algorithme en tant qu’objet d’apprentissages de la démarche de
preuve dans un champ particulier des mathématiques : la théorie élémentaire des
nombres. Notre méthodologie, adaptée de l'ingénierie didactique, consiste en une
série de séances, dans une classe de Terminale (Grade 12) sur un algorithme
complexe, présentant plusieurs étapes de traitement : [’algorithme de Kaprekar [1].
Mots clés : Algorithme de Kaprekar, Espace de Travail Algorithmique, Espace de
travail Mathématique, Sémiotique, Adidacticité.

1. INTRODUCTION

Les enseignements de ’algorithmique et de I’informatique sont fortement li€s
sans pour autant €tre confondus. La programmation de 1’ordinateur en tant qu’outil
éducatif est un aspect du travail personnel et collectif des enseignants et des éleves
qui permet de développer des compétences algorithmiques, organisationnelles et
procédurales.

Le curriculum mathématique des lycées frangais met 1’accent sur la place
naturelle dans tous les champs des mathématiques [2] de 1’algorithmique. Un des
objectifs est d’amener les éleves, au cours des années du lycée, a utiliser des
algorithmes en relation avec les autres parties du programme [2] (arithmétique,
analyse, probabilités, démarche de preuve,...).

L’enseignement de 1’algorithmique a changé depuis 1’aveénement de
I’'informatique. Aujourd’hui, le curriculum francais en mathématiques définit
I’informatique comme un moyen apportant aux éleves une meilleure compréhension
des différents langages (naturel, pseudo-code,...) et des algorithmes, outils liés en
particulier a la programmation.

Nous supposons que 1’éleve ne peut comprendre les concepts de
I’algorithmique et des langages associés qu’en ayant construit quelques petits
algorithmes et que les algorithmes peuvent 1’aider pour les notions mathématiques.

Cet article présente la conception et 1’analyse, pour I’essentiel a partir des
Espaces de Travail Mathématique, d’une expérimentation en classe d’une démarche
de preuve dans une situation issue de la théorie élémentaire des nombres :
I’algorithme de Kaprekar (cas des nombres entiers compris entre 0 et 999), le
processus de calcul étant le suivant :
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1. Choisir un nombre entier de trois chiffres.

2. Former un nouvel entier obtenu en rangeant les chiffres du nombre choisi a
I’instruction 1. dans 1’ordre croissant.

3. Former un nouvel entier obtenu en rangeant les chiffres du nombre choisi a
I’instruction 1. dans 1’ordre décroissant.

4. Calculer la différence des nombres obtenus aux instructions 2. et 3.

5. Recommencer le processus (a partir de 1’instruction 2.) avec le nombre obtenu a
I’instruction 4. jusqu’a obtenir un nombre déja obtenu.

L’ingénierie didactique mise en place comporte des phases de constructions
d’algorithmes (décomposition d’un nombre entier, tri des chiffres, reconstructions
d’entiers,...), de conjectures et de preuves.

2.NOTRE CADRE THEORIQUE ET SA DESCRIPTION

Les outils théoriques que nous mettons en pratique sont essentiellement
empruntés aux Espaces de Travail Algorithmique (Laval, 2013) (F1) et aux Espaces
de Travail Mathématique Algébrique (ETM, ;... [3]) (F2).

Le concept de situation didactique suppose un certain potentiel d’adidacticité
de la situation. Ainsi la Théorie des Situations (TSD) (F3) (Brousseau, 1998) nous
permet d’observer I’éleve confronté a un probleme nouveau.

Les connaissances mathématiques et algorithmiques des éleves étant
représentées par différents systemes sémiotiques, nous prendrons en compte les
travaux de Duval (2006) sur les registres d’écriture mathématique (F4), mais aussi
sur des registres associés a des environnements algorithmiques spécifiques.

2.1 Espaces de Travail Algorithmique (ETA) et Paradigmes (F1) et leur
intégration

Ensemble d'objets

h 4

Plan épistémologique

Espace de travail algorithmique

(ETA)

Artefacts "programmables" Un ensemble d'idées théoriques

Fig. 1

En reprenant la structure des Espaces de Travail Géométrique (ETG)
(Houdement et Kuzniak, 2003, 2006) en objets, artefacts et référentiel théorique,
nous proposons de structurer les ETA a 'intérieur d’un réseau composé d’ensembles
d’objets, d’artefacts programmables, et d’un ensemble d’idées théoriques permettant
de créer et de justifier les algorithmes comme objets pour I’exécution par des
artefacts programmables. Cette transposition des ETG aux ETA peut €tre utile pour
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analyser les tiches proposées aux éleves. Elle aide aussi a analyser les positions
respectives des éleves et des enseignants, sous I’influence du curriculum. En effet,
I’ETA idoine prévu par I’enseignant n’est pas nécessairement celui de I’éleve.

Une premiere organisation des ETA est schématisée ainsi (Fig. 1)

Les artefacts programmables sont la calculatrice, le tableur, les objets
programmables, le langage naturel, le pseudo-code, les langages algorithmiques et les
logiciels de programmation.

La construction d’algorithmes passe par un langage. Plusieurs types de
langages peuvent étre employés pour exprimer des algorithmes. Il ne faut pas prendre
le mot langage au sens technique de programmation. Au contraire, les langages
utilisés pour écrire un algorithme doivent définir des facons générales de s’exprimer.
Les langages de programmation, qui servent effectivement & communiquer avec
I’ordinateur, obé€issent a des contraintes plus strictes.

L’ensemble d’idées théoriques est constitué de concepts de modélisation
mathématique et d’algorithmes, de 1’étude de la complexité, de 1’effectivité et de la
preuve de 1’algorithme, de la représentation d’un nombre dans le cas de 1’algorithme
de Kaprekar.

Une premiere vérification consiste souvent en quelques essais. On exécute
I’algorithme (a la main ou apres ’avoir programmé sur 1’ordinateur) avec quelques
données dont on connait le résultat. Si le résultat n’est pas conforme a I’attente, on a
prouvé que 1’algorithme est incorrect. L’éleve de Terminale sait que quelques
exemples ne remplacent par la preuve.

Un ensemble d’objets ou un algorithme est un traitement sur des objets qui
peuvent €tre des objets mathématiques (ex. : Algorithme d’Euclide) ou des objets du
monde, notamment lorsqu’il s’agit de résoudre un probleme (ex. : Algorithme de
Dijkstra pour déterminer un chemin optimal dans un graphe).

Comme dans les ETG, les objets sont ceux sur lesquels porte le probleme et
sert a distinguer des artefacts qui servent a les manipuler.

Pour I’algorithme de Kaprekar, le graphique précédent peut se présenter ainsi :

Un entier de
trois chiffres

Espace de Travail
Algorithmique
(ETA)

Structure
algorithmique en
langage naturel,
logiciel AlgoBox,...

Représentation d'un nombre
Effectivité de I'algorithme
Compléxité de l'algorithme

Fig. 2
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La seconde organisation des ETA est due au fait que I’ouverture sur le
champ cognitif des ETA va se faire en interaction avec le niveau épistémologique et
les composantes que nous y avons introduites. Pour cela, comme pour les ETG
(Kuzniak, 2011), nous pensons nous appuyer sur les travaux (F4) de Duval (2006).
En accord avec Kuzniak et Richard (2014), nous centrons ce second niveau des ETA
sur le sujet considéré comme un sujet cognitif. Cette introduction au domaine cognitif
est en relation étroite avec les composantes du niveau €pistémologique et, afin de
rester dans le cadre didactique, il est possible d’adapter 1’approche sémiotique (F4)
de Duval (20006).

De Duval, nous adaptons 1'idée de trois processus cognitifs impliqués dans
I’activité ici algorithmique :

* un processus de visualisation en relation avec la représentation de I’algorithme
et le support matériel (Kuzniak & Richard, 2014) ;

* un processus de construction (Ibid.) déterminé par les langages et les
instruments utilisés (organigrammes, langage naturel, pseudo-code, langage de
programmation, ordinateur, logiciels algorithmiques, calculatrice,...) ;

* un processus discursif qui produit des argumentations et des preuves (Ibid.).
Une représentation de la seconde organisation pour les ETA est la suivante :

Visualisation

Plan cognitif

Espace de travail algorithmique

(ETA)

Construction Preuve

Fig. 3

Une transposition des paradigmes de la géométrie a ceux de 1’algorithmique
permet de définir trois niveaux de paradigmes algorithmiques :

Niveau I : approche intuitive des algorithmes issus de situations de la vie
réelle. A ce niveau, par exemple, I’efficacité de 1’algorithme suit naturellement sa
description.

Niveau II : axiomatique naturel des algorithmes. L’efficacité de 1’algorithme
est utilisée, son efficacité et sa complexité sont interrogées. L’algorithme peut
devenir un objet d’un travail mathématique.

Niveau III : traitement formel des algorithmes (ex. les machines de Turing).

Nous avons le tableau de comparaison suivant :
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Niveaux impliqués Résoudre un probléme Etude d’un algorithme
géométrique

Niveau I Approche Preuve spatiale Preuve de ’efficacité de I’exécution

intuitive des algorithmes de I’algorithme ou raisonnement intuitif

issus de situations de la

vie réelle

Niveau II Axiomatique | Déduction de postulats Preuve mathématique de I’efficacité

naturelle des implicites Exemple : La preuve de 1’algorithme

algorithmes Exemple : Les axiomes de | d’Euclide repose sur des propriétés du
base de la géométrie PGCD et des suites positives d’entiers
euclidienne strictement décroissantes jusqu’a

atteindre zéro

Niveau III Différentes géométries Calculabilité

Axiomatique formelle Quelles propriétés initiales | Définition équivalente d’une fonction
sont nécessaires ? calculable
Axiome des paralleles Exemple : Machine de Turing

Tableau 1 : Les différents niveaux de paradigmes
2.2 Espaces de Travail Mathématique Algébrique (F2)

Notre travail didactique étudie I’interaction entre ETA et ETM, ., de telle
sorte que 1’éleve établisse un lien entre une preuve empirique issue de la
programmation sur machine de 1’algorithme de Kaprekar pour tous les entiers de O et
999 et une preuve algébrique du résultat conjecturé.

L’apport des ETM est résumé ci-dessous :

algébre

Paradigme Un algorithme qui tourne Des réponses siires a des questions
Espace d’objets Structures algorithmiques, modularité, |Numération décimale
conversion, représentation des (nombre, unité, dizaine, centaine)

nombres, répétition, tri

Artefacts Dispositif, langage Formes algébriques

Référentiel théorique [ Contraintes du langage Théorie élémentaire des nombres

Tableau 2 : Apport des ETM, 4.
2.3 Théorie des Situations (Brousseau) (F3)

La trame des séances (Bronner, 2003), élaborée dans le cadre de notre
ingénierie didactique, fait apparaitre des découpages de sé€ances selon des unités
rendant intelligibles chaque élément retenu relativement a un projet d’enseignement
(Ibid.). Elle se compose de deux sé€ances ayant pour objectif 1’étude de 1’algorithme
de Kaprekar. Le probleme proposé a 1’éleve sur 1’algorithme de Kaprekar peut étre
présenté en ne donnant que 1’énoncé de 1’algorithme et en laissant les éleves réagir
individuellement. Dans ce contexte, la dévolution laissée a 1’éleve est alors délicate.
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Il est préférable de laisser travailler les éléves en petits groupes afin que leur curiosité
soit stimulée par le fait que tout le monde obtienne le méme résultat apres quelques
itérations. Le contrat didactique présent dans les classes de lycée habituées a
travailler I’algorithmique, permet aux éleves de penser a programmer 1’algorithme
afin de le tester sur un ordinateur. Ce programme joue alors le rdéle de milieu
(Brousseau, 2004) en interagissant avec 1’éleve. Ceci peut conduire 1’éleve vers une
situation de formulation de la conjecture, voire méme vers une preuve empirique s’ils
testent tous les entiers de 0 a 999. Il est possible que cette preuve empirique, faite a
I’aide de la machine, ne satisfasse pas certains éleves et les conduise vers une
situation de validation durant laquelle ils émettraient des jugements sur les
formulations précédentes. Le recours au calcul algébrique peut alors étre une solution
a I’établissement d’une preuve mathématique formelle. Le but de notre ingénierie est
de laisser le plus d’initiatives possibles a la charge de 1’éleve.

2.4 Registres d’écriture mathématique (Duval) (F4)

La situation didactique de notre ingénierie est en partie basée sur des
changements de représentation sémiotique des nombres. L’exécution méme du
programme de calcul de D’algorithme de Kaprekar nécessite le passage d’une
représentation dans le registre discursif (étape 1 de 1’algorithme : choisir un entier
entre 0 et 999), a une représentation numérique (par ex. le nombre huit centre
quarante-deux, s’écrit 842) afin de pouvoir accéder aux chiffres qui composent ce
nombre. Cette compréhension du systeme numérique décimal est donc basée sur
I’articulation de ces deux registres de représentation sémiotique : le registre discursif
et le registre numérique. De plus, dans 1’étape 1, le nombre abe est considéré comme
un élément de ’ensemble des entiers de 0 a 999, mais pour construire les nombres
des étapes 2 et 3 de 1’algorithme, il est nécessaire de se représenter le nombre comme
un triplé de chiffres de I’ensemble [0 ; 9]°, avant de revenir dans 1’ensemble des
entiers de 0 a 999.

L’utilisation, dans la preuve comme dans 1’algorithme, de lettres pour
représenter les chiffres du nombre choisi, donne une représentation du nombre dans
le registre algébrique. Cette combinaison des registres numérique et algébrique
permet I’introduction du calcul algébrique dans notre situation.

Chaque connaissance conceptuelle est li€e a un signe significatif (I’écriture, les
chiffres, le langage naturel, le pseudo-code, la spécificit¢ du langage de
programmation, I’emploi de test d’arrét, ...). Nous pensons que ce concept est utile
pour les trois niveaux algorithmiques (Tableau 1). Les représentations des
algorithmes impliquent des registres spécifiques avec conversions et traitements.

En accord avec I’approche de Duval, nous construisons notre hypothese. Les
connaissances mathématiques et algorithmiques des éléves sont représentées par
différents systeémes sémiotiques. Les éleves doivent les confronter a ceux de leurs
camarades pour accepter de nouvelles représentations. Cette grande difficulté
d’apprentissage conceptuel crée des obstacles que seule la coordination des différents
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registres sémiotiques aide a surmonter. Nous essayons de montrer la place centrale
qu’offre la possibilité de modifier le registre de chaque représentation sémiotique
dans 1’apprentissage des mathématiques et des algorithmes. Certaines difficultés
rencontrées par les éleves peuvent €tre décrites et expliquées comme un manque de
registres de représentation et de leur coordination.

3 NOS OBJECTIFS - NOTRE METHODOLOGIE
3.1 Nos objectifs

La méthode consiste a mettre en place des ingénieries didactiques (Artigue,
1992) pour tester I’hypothese que le travail sur des algorithmes peut aider les éleves a
accéder aux notions mathématiques ou développer des démarches et des
compétences. Notre choix ici, se porte sur la théorie élémentaire des nombres et le
concept de preuve, que nous expérimentons dans une classe de Terminale
Scientifique, afin d’étudier les questions suivantes :

(Q1) Quelle situation mettre en place qui permette un travail de construction en
adidacticité d’un algorithme qui motive le repérage de conjectures et une preuve ?

(Q2) Comment dans une telle situation le travail de preuve s’articule-t-il pour
les éleves avec le travail sur un algorithme ?

Nous choisissons ici d’interpréter le travail évoqué en (Q2) a I’aide des ETA.

Nous aborderons aussi la question suivante (Q2b) : « quelle est la productivité
de ce choix ? », question particuliéere de la question générale pour la mise en réseau
des diverses fibres que constituent les ETM , [3] La question se pose alors de savoir
comment s’organisent la fibration entre les divers ETM. (Kuzniak & Richard, 2014).

3.2 Notre méthodologie

Notre approche et notre méthode sont les suivantes :

* Mettre en ceuvre et €valuer une unité d’enseignement dans une classe de
Terminale Scientifique, sur de nouvelles démarches de preuve qu’un travail sur
des algorithmes permettrait d’aborder dans le domaine de la théorie
élémentaire des nombres, afin d’étudier (Q1) ;

* Construire et analyser des algorithmes permettant de modéliser 1’observation
faite a la main et nécessitant 1’utilisation de raisonnements algébrique et
arithmétique ;

* Valider et organiser une preuve empirique d’une conjecture faite lors
d’échanges entre éleves et 1’expérimenter a 1’aide de I’ordinateur, afin de
répondre a (Q2) ;

* Elaborer un contrat didactique avec 1’enseignant responsable de la classe : les
éleves analysent et expérimentent a la main un programme de calcul afin
d’émettre une conjecture, puis écrivent 1’algorithme correspondant au
programme de calcul et le programment avec le logiciel AlgoBox. Ensuite, les
éleves organisent une preuve empirique de cette conjecture et modifient

ETM4 | 109



I’algorithme en s’aidant d’un raisonnement algébrique pour optimiser le
nombre de cas réellement nécessaire pour prouver a 1’aide de la machine la
validation de la conjecture.

Les éleves travaillent dans plusieurs environnements algorithmiques : langage
naturel, pseudo-code et langage machine. Ils utilisent le logiciel AlgoBox, car un texte
écrit en AlgoBox peut €tre vu soit comme un algorithme si on s’intéresse a sa logique
et a ses performances, soit comme un programme Si on s’intéresse a son
implémentation.

4. CONSTRUCTION D’UNE INGENIERIE

Pour aider les éleéves, nous anticipons certaines difficultés lors de 1’élaboration
du scénario. Ainsi, nous devons :

* construire d’abord les étapes intermédiaires entre 1’observation de la conjecture
et la construction de la preuve ;

* puis, organiser la transition de la conjecture faite a la main, a la rédaction d’un
ou plusieurs algorithmes en langage naturel du modele proposé ;

* enfin, passer au langage de programmation. Il est nécessaire de savoir
comment faire une interprétation significative des résultats obtenus.

Notre scénario

Le scénario est proposé dans une classe de Terminale Scientifique,
enseignement de spécialité, d’un lycée francais. L’ingénierie didactique, mise en
ccuvre, amene les éleves a s’approprier un processus de preuve utilisant plusieurs
registres de la théorie élémentaire des nombres. Nous souhaitons étudier le passage
d’un ETM a Dautre, et nous nous intéressons dans les choix instrumentaux et des
registres sémiotiques.

Ce scénario nécessite deux s€ances ou les éleves travaillent par groupes de
trois. Les périodes de travail en groupe et de mise en commun au niveau de la classe
s’alternent durant les séances. Le travail demandé aux éleves pendant la premiere
séance consiste a élaborer 1’algorithme, le programmer sur AlgoBox puis le tester.
Pendant la seconde séance, les éleves travaillent sur la preuve de I’algorithme. Les
nombres d’entrées possibles (1000) étant finis, une preuve empirique par examen de
toutes les suites produites par 1’algorithme est possible, une fois qu’il est implémenté
sur ordinateur. La preuve de la conjecture (si ’entier de trois chiffres choisi comporte
au moins deux chiffres distincts alors le résultat obtenu est 495, sinon, on obtient 0)
nous permet de remarquer qu’elle présente deux objectifs distincts. Les éleves
peuvent choisir de démontrer la conjecture en examinant tous les cas a 1’aide de
I’ordinateur (les 1000 cas sont traités rapidement par une machine), ce qui introduit
une preuve non explicative. Mais, ils peuvent également résoudre le probleme de
maniere algébrique, en énoncant une preuve basée sur des propriétés arithmétiques
utilisant un formalisme algébrique qui sont accessibles aux éleves et pouvant paraitre
plus explicatives. Il est possible aussi de mixer les deux approches. Un raisonnement
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algébrique permet de diminuer le nombre de suites a faire produire et examiner par
I’ordinateur. Nous souhaitons étudier comment les éleves se situent relativement a
ces possibilités.

Analyse a priori

Une série d’ETM avec des composants spécifiques sont organisés.

Nous espérons que les éleves proposent une conjecture et prouvent
empiriquement cette conjecture en utilisant un algorithme qu’ils font tourner sur
I’ordinateur. Puis en utilisant une preuve algébrique de cette conjecture, ils modifient
I’algorithme initial pour réduire le coiit de vérification. Un des objectifs des séances
est de mettre les éleves en mesure de discuter de la validité des méthodes pour
prouver la conjecture.

Lors de la premicre séance, les éleves planifient 1’algorithme afin qu’ils
puissent identifier les étapes de traitement nécessaires pour son exécution, et qu’ils
planifient ensuite ces étapes afin de les intégrer comme des schémas de programmes
(Guy, 2013). Ensuite, ils programment 1’algorithme complexe étudié en utilisant les
schémas de programmes.

Lors de la deuxieme séance, les €éleves ont maitris€¢ 1’algorithme associé au
programme de calcul. Nous attendons alors que les éleves utilisent les conjectures
émises au cours de la premiere s€ance.

Dans le cadre d’un ETA, les éleves peuvent constater qu’apres avoir
implémenté 1’algorithme dans I’ordinateur, et I’avoir fait exécuter pour tous les
nombres entiers compris entre 0 et 999, l’algorithme permet de prouver
empiriquement que la conjecture émise est vrai.

Se pose alors le probleme de la réduction du nombre de cas réellement
nécessaire pour démontrer cette conjecture. Pour cela, les éleves doivent utiliser un
ETM,ere- Avec un raisonnement algébrique nécessitant des concepts arithmétiques,
les éleves prouvent que 1’algorithme doit controler seulement cinq entiers : 99, 198,
297,396 et 495.

L’efficacité des algorithmes est étudiée implicitement par les éleves quand ils
terminent ou modifient les algorithmes. Mais nous restons au niveau algorithmique I.

La combinaison d’'un ETA et d’'un ETM, . nécessite un réel changement
dans la stratégie de résolution parce que les éleves doivent comprendre qu’ils doivent
combiner plusieurs registres. Nous sommes au niveau algorithmique II.

Analyse a posteriori

Lors de la premiere séance, les éleves sont répartis en huit groupes de trois
éleves. A I'issue du travail en groupe, deux représentants de deux groupes exposent
leurs résultats, qui sont ensuite commentés et complétés par les autres groupes.

Au niveau des résultats, le fait qu’on obtienne toujours 495 ou 0 est rapidement
mis en évidence. Certains éleves vont plus loin au niveau des conjectures en
affirmant qu’apres le premier passage dans la boucle, on se retrouve dans la suite
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297, 396, 594, 495 et que la somme des chiffres de chaque élément de cette suite est
toujours 18, de plus le chiffre du milieu est toujours 9.

Le cas de l’'apparition du chiffre O est trait€ de maniere unanime sur
I’exemple : « Le nombre formé des chiffres de 503 rangés dans I’ordre croissant est
35 ».

Deux tests d’arréts sont proposés :

* On s’arréte lorsque la différence de deux nombres obtenus consécutivement est

0.

* On s’arréte quand on obtient O ou 495.

Lors de I’écriture de 1’algorithme (langage naturel puis pseudo-code) associé
au programme de calcul, les variables proposées sont d’abord un entier A pour
stocker le nombre de départ et la différence obtenue a I’instruction 4, un entier B pour
stocker le nombre obtenu en arrangeant les chiffres dans 1’ordre croissant, et un entier
C pour stocker le nombre obtenu en arrangeant les chiffres dans 1’ordre décroissant.
Un éleve intervient pour proposer des variables ¢, d, u pour stocker les chiffres des
centaines, dizaines et unités de A. Un autre se demande alors si ’on pourrait entrer
directement ces trois chiffres plutdét que le nombre A. Un de ses camarades lui
rétorque qu’il faudrait alors programmer la soustraction avant qu’un autre s’oppose a
cela en affirmant qu’il suffirait de construire les nombres B et C a partir de ces
chiffres. L’enseignant fait alors remarquer que 1’énoncé précise : Choisir un nombre
a trois chiffres.

Dans un second temps, les différentes étapes (décomposition, tris des chiffres,
reconstruction, soustraction) du programme de calcul sont établies en classe enticre.
Le travail fait auparavant sur les variables les rend plus facile aux éleves. Ils les
mettent seul en place.

Ensuite D’enseignant demande aux éleves de composer un algorithme
correspondant a une étape et de le programmer comme un programme autonome,
c’est-a-dire déconnecté des autres étapes. Il y a une prise en compte de 1’algorithme
comme objet. En effet, ’éleve doit ensuite les recomposer comme des briques.
Certains éleves posent alors la question de savoir si le premier algorithme (passage
du nombre aux chiffres) devrait renvoyer les chiffres dans 1’ordre. L’enseignant
répond que non.

Chaque groupe d’éleves travaille alors a D’écriture des algorithmes. De
nombreux groupes ont le temps de traiter plusieurs étapes (parfois méme toutes). Un
groupe ne réussit pas a programmer un algorithme qui fonctionne ; ceci étant dii au
fait qu’AlgoBox ne comprend pas les tests de la forme « a < b < ¢ », mais seulement
ceux du type «a < b ET b < ¢ ». Ce probleme d’ordre syntaxique n’a pas été pris en
compte lors de I’analyse a priori.

La plupart des questions des éléves portent sur ce qu’AlgoBox est capable de
faire ou non (gérer des tableaux, des listes, trouver un maximum, calculer un
modulo...).

Les algorithmes proposés sont mis en commun en classe entiere.

Pour les deux premieres étapes plusieurs types d’algorithmes sont proposés
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utilisant entre autre les fonctions pré-intégrées d’AlgoBox. Pour la reconstruction, un
seul type d’algorithme est proposé du type « 100 ¢ + 10 d + u ».

Pour conclure sur cette séance, la programmation de 1’algorithme nécessite que
I’éleve comprenne chaque procédé utilisé, notamment le passage du nombre a la suite
de ses chiffres par [utilisation de la division euclidienne. L’utilisation d’un
algorithme de tri simplifi€, car les nombres sont constitués de trois chiffres, s’avere
nécessaire. Ici, se posent également des problemes d’ordre syntaxique liés au passage
d’une procédure manuelle a un programme effectué par une machine.

Pendant la deuxieme séance, suite a I’établissement de la conjecture, deux
objectifs distincts se cristallisent. Certains éleves choisissent de démontrer la
conjecture en examinant tous les cas (nombres entiers de 0 a 999) a 1’aide de 1’outil
informatique, ce qui introduit la notion de preuve non explicative. Mais, deux
groupes d’éleves se posent la question, si I’on ne pourrait pas réduire le nombre de
cas a vérifier par la machine. Ils résolvent alors le probleme de maniere algébrique
nécessitant une utilisation de lettres.

En notant a, b et c les chiffres de I’entier N,otla <b <c,ona G = cha etg=
abc . La difficulté pour 1’éleve est de calculer D = G — g. Ensuite, en étudiant les
différents cas, 1’éleve obtient les différentes valeurs envisageables pour D. Il reste
alors a traiter ces différents cas. Au cours de la deuxieme séance, les éleves finalisent
la démonstration (empirique ou algébrique).

A posteriori nous observons que les éleves ont tendance a opérer une
vérification exhaustive des cas possibles a 1’étape 2 mais ne s’en contentent pas et
s’engagent dans les €tapes 3 et 4. Ainsi, deux espaces de travail coexistent un ETA et
un ETM, ., Chacun associ€ a un paradigme, preuve par observation et preuve par
déduction.

Les conjectures émises par les éleves au cours de la premiere séance sont allées
au-dela de nos attentes, car 1ils ont identifié la suite 297, 396, 594, 495. IIs ont
remarqué qu’apres une itération de I’algorithme, ils obtiennent un élément de cette
suite. Ils se sont ainsi beaucoup rapprochés de la preuve algébrique basée sur le fait
qu’apres une itération, on obtient un multiple de 99. Par ailleurs, ils ont identifi€ des
particularités aux nombres de cette suite : le chiffre du milieu est toujours 9 et la
somme des chiffres est toujours 18. On est ainsi tres proche du critere de divisibilité
attendu.

5. CONCLUSION

Le but de notre expérimentation était d’observer le travail des éleves lors de la
planification d’un algorithme complexe afin d’énoncer une conjecture en
I’implémentant dans un ordinateur, puis de prouver cette conjecture par deux types de
preuves : une preuve non explicative en travaillant dans un ETA associé€ a AlgoBox et
une preuve explicative relevant d’un ETM, ..

Dans I’ETA, nous avons pu observer une grande autonomie chez une majorité
d’éleves. Malgré que le travail d’observation dans ’ETA ait aidé 1’éleve a aborder la
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preuve dans I'ETM, .., ’autonomie fut plus relative dans 'ETM, ., en particulier
pour prouver que la vérification par I’algorithme implémenté dans I’ordinateur ne
nécessitait qu un nombre restreint d’entiers a vérifier.

Le fonctionnement de la TSD est probablement di a une situation prévue pour
donner plus de responsabilités aux éleves grice a une approche par planification.
L’analyse a priori de cette situation nous a mené a établir un découpage précis en
phases de travail, afin de distinguer clairement les responsabilités de 1’éleve de celles
de I’enseignant. Cette analyse nous permet de dévoluer la situation aux éleves. Des
que I’enseignant suggere une décomposition de 1’algorithme en étapes, les éleves
travaillent en quasi-autonomie.

L’étude dans notre analyse a priori nous a permis d’identifier les différentes
étapes pour la construction de I’algorithme et d’étudier 1’adidacticité des éleves dans
chacune des phases de travail nécessaires a la mise en place de ces étapes. Le mixage
de preuves algorithmiques et algébriques est assez bien géré par les éleves a cette
période du cursus scolaire (mars de I’année de Terminale Scientifique).

Nous observons que chez une majorité d’éleves, la notion d’algorithme se situe
a la limite des niveaux I et II des paradigmes algorithmiques. Ils comprennent
rapidement le programme de calcul, puis écrivent facilement 1’algorithme en langage
naturel. La traduction de 1’algorithme en langage de programmation pose chez
certains éleves des difficultés d’ordre syntaxique.

6. NOTES

1. D.R. Kaprekar (1905 - 1986), mathématicien indien

2. BO spécial n° 8 du 13 octobre 2011

3. Espaces de travail spécifiques, associés a des domaines d particuliers (ETM,) (A.
Kuzniak & P. R. Richard)
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THE TYPES OF CHANGE THAT UNDERLIE THE TRANSITIONS
AMONG THE DIFFERENT TYPES OF REPRESENTATIONS OF
FUNCTIONS AND THE ETM
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Gray and Tall (1994) proposed the scheme action—>process—>object—>procept to
describe the development of students’ understanding of the notion of function. In this
paper, we map the conceptual changes underpinning the transitions in the
abovementioned series to the mechanisms of change proposed in Raftopoulos and
Constantinou (2004). We argue that each transitional step maps into a specific type
of the mechanisms of change. We claim that the examination of these mechanisms
sheds light on the reference knowledge and understanding involved in the MWS.

Key Words: Mechanisms of change, representations of functions, conceptual change

INTRODUCTION

Gray and Tall (1994) proposed the scheme action—process—object—procept
to describe the development of students’ understanding of ‘function’. In this paper,
we map the conceptual changes underpinning the transitions in this series to the
mechanisms of change proposed in Raftopoulos and Constantinou (2004). We argue
that each transitional step maps into a specific type of the mechanisms of change. We
argue that the examination of these mechanisms sheds light on the reference
knowledge and understanding involved in the MWS, since the former relates to the
substratum on which change operates and which enables the change, and the latter is
explained by the reference knowledge and the conceptual change.

In the first section, we discuss the scheme action—process—object—procept
that purports to capture the development of the students’ notion of function. In the
second section, we present a set of mechanisms of change. In the third section, for
lack of space, we put forth the mappings between some of the phase transitions in
Gray and Tall (1994) scheme and the specific mechanisms of change. In the last
section, we explain how these mappings not only shed light on the reference
knowledge and the understanding used in the ETM, but, also, enlighten us about the
ways the reference knowledge and understanding are intertwined.

REPRESENTING FUNCTIONS

Researchers agree that there are three ways to represent functions: the
numerical representation, where functions are represented by tables; the symbolic
representation, where functions are represented by equations; and the geometric or
visual representation, where functions are represented by graphs. In Raftopoulos and
Portides (2012) we adopted this classification and explained why we prefer the terms
‘algebraic’ and ‘spatial’ to ‘symbolic’ and ‘geometric’ representations. (For example,
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the term ‘spatial representation” allows us to include in the same category both
‘geometric’ and ‘graph’ representations of functions, which, their differences
notwithstanding, both rely on the representation of space.)

Gray and Tall (1994), proposed the scheme action—process—object—procept
to describe the development of students’ understanding of the notion of function, that
is, the development of the representations of functions. Researchers have undertaken
the task to correlate the phases of this scheme to the various forms of representations
of functions. The overall consensus seems to be the following.

Action

The numerical representation of functions fits the action part of the scheme
since the student corresponds a number from one table to a number from another
table in a series of distinct actions guided only by the instruction to map numbers
between tables. Differently put, the numerical representation favors thinking of a
function as a sequence of isolated calculations or manipulations, that is, actions.

Process

The algebraic representation of a function, that is, the representation of a
function by an equation fits the process phase of the scheme, since it also allows
actions but not in the way of the numerical representation because all the actions are
united under a unifying formula; that is, the student’s actions are guided by this
formula. At the process level, a function allows the correspondence between the
values of two tables but it also allows the construction of tables of variation, the
calculation of the derivatives of a function, and the construction of the geometrical
figure of the function. Thus, the representation of a function as a process increases
the number of operations that one can perform. To do all these, however, one need
not view functions as objects.

Object

The algebraic representation, by representing functions as formulas, partially
fits the object phase of the scheme. Consequently, the algebraic representation may
be thought as supporting viewing functions globally, that is, as whole objects and
processes. Raftopoulos and Portides (2012) and Vandebrouck (2010) claim that
representing functions by means of formulas allows at some level the conception of
function as an object, which does not correspond to any of the ordinary objects of our
experience; after all, it is just a set of symbols on a piece of paper.

The spatial and algebraic representations are not equivalent in their capacity to
present the objecthood of a function. (Raftopoulos and Portides 2012; Vandebrouck
2010). Algebraic representations do not readily lead one to construe functions as
whole objects. Spatial representations, on the other hand, by representing functions
by means of a concrete schema, which is an object, relate immediately functions to
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objects and render the comprehension of a function as an object more direct. Hence,
the spatial representation most naturally fits the object part of the series.

Procept

The spatial representation of a function (its representation either as a graph or
as a geometrical figure) acts as scaffolding that may allow students to pass from the
point-by-point representation of a function to a global view of the function as an
object. Grounding the algebraic representation of a function on a spatial
representation (be it a graphical or a geometrical representation) that is more tangible
as an object that exists in space allows students to understand that the algebraic and
the spatial representation refer to the same entity, a function, and also that the
properties of the one system correspond to a certain extent to properties of the other.
At the procept level, students understand functions both as complete objects and as
processes. Thus. the procept allows understanding functions both as complete objects
that one can come to know, and as processes with which one can perform operations.
Finally, the construction of the representation that fits the procept requires the
coordination of both the algebraic and the geometrical representation.

In Figure 1 we synopsize the relations between the different forms of the
representation of function and the phases in the developmental series.

Developmental Action ——>» Process ——» Object —3 Procept

phases:
Representation Numerical Algebraic Spacial Algebraic
of Functions: Representation Representation  Representation Representation
+
Spacial
Representation

Figure 1: Developmental transitions in function understanding and corresponding
representations of functions

Types of Conceptual Change

Raftopoulos and Constantinou (2004) proposed two main types of mechanisms
of conceptual change: Mappings, in which structures are mapped, and Tunings,
which include ways of modifying a structure. Mappings contain Bridging and Fusion.
Tunings contain Differentiation and Refinement. Here we discuss only the class of
mappings, since the types of conceptual change in the series
action—process—>object—>procept belong to this class.
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Cognitive Mechanisms of Change
Mappings Tunings

Bridging  Fusion Differentiation ~ Refinement

T

Combination Interweaving Structural Analogy

Restrucmation

Figure 2. Mechanisms of Cognitive Change

Bridging is a type of cognitive change that characterizes the construction of a
new mental structure by means of a combination of existing structures. Bridging is a
class of three types of change. The unifying feature of this class is that (a) two or
more existing structures are brought together to bear on each other and form a more
complex structure, and (b) after bridging the constituent structures retain their
functional autonomy, even though they may have been modified.

The blended structures may undergo modification, as it happens in
Interweaving. In interweaving, the integration of previously unrelated mental units
for the sake of the construction of a new mental unit may engender a preference for
the use of the new unit and an ensuing reduction in the use of the units involved in
the integration, although these units may still be available. Interweaving, thus,
denotes the type of change that is characterized by the blending of the structures
involved and the modification of their probability of use in favor of the new
representation. The interweaving of hypothesis formation with the isolation-of-
variables ability results in the model construction ability. Although each of the two
specialized integral abilities is present, the model construction ability will dominate
the other abilities.

The last type of change in Bridging is Structural Analogy, which contains two
types of change, namely, Restructuring and Conflation. Restructuring is exemplified
in the mapping from the domain of wave mechanics to the domain of the phenomena
of light and the resulting formation of the structure “light wave” offers an additional
example. “Wave” and “light” existed before, as independent well formed structures,
and the mapping blends them. But after the formation of the construct “light wave”
the constituent structure “light” undergoes a profound restructuring, and when used
again is not the same structure as before. The restructuring of one domain on the
basis of transfer from another presupposes the discovery of more abstract structure
that applies to both domains, despite their surface differences.

THE MECHANISMS OF CHANGE UNDERLYING THE TRANSITIONS IN
FUNCTION REPRESENTATIONS

The mapping of the transitions from one form of representation of function to
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another in the series action—process—object—procept to the mechanisms of change
that we propose is:

* The transition action—>process is mapped to interweaving.

* The transition object—procept is mapped to restructuring.

Action (Numeric Representation) — Process (Algebraic Representation)

We saw that the numerical representation of functions naturally underlies the
action part of the above scheme since a number from one table is mapped to a
number from another in a series of distinct actions guided by the instruction to
perform this mapping. Thus, the numerical representation in which functions are
represented by tables favors thinking of functions as sequences of isolated
manipulations or actions.

When students pass from representing functions as actions to representing
them as processes they cross from the numerical representation to the symbolic
algebraic representation of functions. To achieve this, they have to map tables and
inter-table mappings to symbols and symbolic relations. Now, the inter-table
mappings relate numbers from a table to numbers from another. To transform these
mappings to an equation, the students have to discover the relation underpinning the
mappings and also translate the numbers and their relation to symbols. Moreover,
they must use the symbols that substitute for the specific numbers as variables, that
is, as symbols that can take on different values. In this sense, these symbols, unlike
the symbols used to represent specific numbers, are abstract.

The two domains that are mapped, namely, the domain of tables and the
domain of symbolic relations are quite dissimilar and, originally, unrelated. The
student has to discover or understand when taught both the hidden structure that
allows the translation from one domain to the other, that is, the relation that maps the
numbers from the one table to the other, and the substitution of concrete numbers by
variables.

This results in the construction of the algebraic representation of functions.
When the construction takes place, although students retain the ability to perform
mappings between two tables, they do not use mappings to solve function-problems,
because the abilities conferred by the algebraic representation allow them to solve
problems in an easier, speedier, and more reliable manner. In other words, the
process level retains the characteristics of the action level and the capabilities related
to them but these are not used anymore. Furthermore, using the algebraic
representation allows students to solve successfully problems that were unsolvable
through mappings. The new representation expands the domain of the problems that
can be addressed since its structure is richer than the structure of the previous
representation; it allows, for example, the calculation of the derivatives of a function
and the construction of the geometrical figure of the function.

Interweaving is the mechanism of conceptual change in which previously
unrelated representations are integrated to construct a new more complex
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representation that may engender a preference for the use of the new representation
and a reduction in the isolated use of the interweaved representations, although these
representations are still available to the thinker. In view of these, we think that the

mechanism of conceptual at work in the transition action—process is interweaving.

Object (Spatial Representation) — Procept (Amalgam Of Spatial And Algebraic
Representation)

The construction of the procept requires the mapping of the spatial
representation of a function to the algebraic representation of the same function. The
new representation that emerges, the procept, allows understanding functions either
as complete objects or processes. It also allows students to coordinate the global and
the point-by-point view of functions, which assigns concrete meaning to the abstract
algebraic formula relating it directly to an object, namely the geometrical scheme of
the function.

As a result, the representation underpinning the procept allows the student to
benefit from both worlds by combining their relative advantages and strengths either
to address more difficult problems. To comprehend all these facets of function, the
student should (a) understand that different representations of this entity refer to the
same mathematical being; (b) understand that the algebraic abstract representation is
grounded in a geometrical, more concrete representation that renders the implicit
relations ‘hidden’ in the algebraic formula explicit by deploying them in space and
making them readily available to the senses; and (c) understand that functions are not
reduced to spatial representations and, thus, that it is not the case that each curve is a
function or that each function is a curve. This emphasizes the abstract character of
functions as mathematical entities.

The above demands are not easily met. The restructuring of one domain on the
basis of transfer from another presupposes the discovery of more abstract structure
that applies to both domains to which the two structures belong. The cognizer has to
undertake a more active role and construct knowledge rather than simply relying on
experiential connections to establish it, since she has to overcome the fact that the
two structures usually have surface differences and discover some structural
similarities that enable the mapping.

We saw in examining the mechanisms of conceptual change that in
restructuring the two structures that map onto each other existed before as
independent well-formed structures and the mapping blends them but both structures
remain transparent in the new representation. After the formation of the new more
complex construct, however, at least one of the constituent structures undergoes a
profound restructuring.

In the case of the mechanism that leads to the formation of the procept, the
spatial and the algebraic representation that blend together and are coordinated
existed before as independent structures, each with its own expressional capabilities.
Moreover, after the coordination, the algebraic representation undergoes a profound,
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ontological change; it acquires a concrete meaning through its association with its
spatial representation. For these reasons, we are led to believe that the kind of change
underlying the construction of the procept is restructuring.

CONCLUDING DISCUSSION

Any discussion of reference knowledge and understanding in the context of
MWS should address the processes stipulated at the epistemological and the
cognitive levels of MWS and GWS. The reason is that ‘reference knowledge’ and
‘understanding’ are both epistemic and cognitive notions. ‘Reference knowledge’
refers to the knowledge associated with some domain or representation that guides
visualization, construction, and proof, which are the three components of the
cognitive level of MWS. At the same time, it is associated with the epistemological
level at which the usage of real space, constructive artefacts, and the definitions and
properties of geometrical objects, allow the solution of geometrical problems
effectuated by the mapping of the cognitive to the epistemological level of MWS
through the figural, instrumental, and discursive geneses. It should be noted that our
conception of ’reference knowledge’ expands the view found in the standard
accounts of MWS, according to which ‘referential knowledge’ is situated at the
epistemological level and consists in a theoretical reference system based on
definitions and properties that is associated through discursive genesis with proof at
the cognitive level. It also differs from the view of ‘referential knowledge’ as a
‘référentiel théorique’ in the epistemological plane, which contains the visible part,
and the institutionalized part (written in textbooks or stated by a teacher) of the
mathematical knowledge at stake, although it includes them since it is expressed by
them.

Each representational change produces a new reference knowledge that
characterizes the newly acquired conceptual representation. Similarly,
‘understanding’ refers both to the capabilities of students to manipulate and explain
the reference knowledge used for the solution of a problem given a certain
conception of functions, and to the new capabilities available to students given a
more advanced conception of functions, in so far as the transition from one
conception to the next enhances the understanding of functions. Students, for
example, who construe functions as processes tend to think of them as dynamic
transformations, whereas students that construe them as objects think of them as
input-outputs to higher-order manipulations.

Each transition in the action—process—object—procept series is a conceptual
change that leads to a more complex conception of function. This change endows
students with the ability to address an extended range of problems and solve
problems that they could not solve before. Thus, each conceptual change entails not
only extended reference knowledge, but also reference knowledge that may differ
partly from the previous reference knowledge. Constructing the procept, for example,
enables students to coordinate the algebraic and spatial representations of functions,
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which, in turn, allows students to construe functions as objects with which one can do
various operations. This view of functions was not an ingredient of the reference
knowledge underlying either the process or the object level.

This explains both the new solving abilities and understanding that students
acquire as they gradually progress from action to procept, which improves their
problem solving as evidenced by several researches. This is so because performance
is expected to depend on the level of the understanding of the concept of function,
and on the reference knowledge associated with this level. That is, the more advanced
the notion of function the better the understanding of what is a function and how it
works and, hence, the more advanced the reference knowledge, and, thus, the higher
the success in problem solving.

It is reasonable to assume that students’ performance in problems involving
functions depends on the level of understanding of the concept function on the part of
the students. Specifically, the more advanced the notion of function is, the better the
understanding of what a function is and how to use it, and, thus, the better their
performances. Since the understanding of functions results from the sequence action-
process-objet-procept, one would expect the students who think of functions as
procepts to achieve better performances than other students who do not conceive of
functions as procepts. Similarly, students who think of functions as objects ought to
exhibit more flexibility in solving problems than students who are still at the
procedural level. In fact, students at the procedural level find the solutions of certain
problems very difficult, while other students who operate at higher levels of
understanding the concept of function show a greater flexibility (Gray et al. 1997).
Generally speaking, students who construe of functions as actions think of a function
as a series of operations or isolated manipulations that are used to obtain the output
value, given an input value (Cuoco 1994). Students who construe of functions as
processes, on the other hand, tend to think of functions as dynamic transformations.
Students who understand functions as objects are inclined to think of them as atomic
structures that could be the inputs or outputs of higher order processes. Finally,
students who understand functions as procepts are able to use functions either as
objects or as processes depending on the problem at hand (Cuoco 1994).

Evidently, students’ progression from the construal of function as an action to
its view as a procept is interlinked with the wider traits in child development. In
Piaget's theory, actions are the basic source of every kind of knowledge. Thus,
actions on elements of reality do constitute the source of mental operations and
knowledge about number. This is somehow integrated in any theory of cognitive
development. However, there is something more than this general postulate in
Piaget's theory. Piaget considered number as a synthesis of the logic of classes and
that of relations. Thus, he maintained that in number one sees both the actions of
classification and the actions of seriation. The actions emanating from classification,
when inter-coordinated, lead to the concept of cardinal number. The actions
emanating from seriation, when inter-coordinated, lead to the concept of ordinal
number. Eventually, by the age of about seven when the structure of concrete
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operations is established the two aspects of number are inter-coordinated so that the
child understands the relations between cardinal and ordinal number.

According to a more recent theory (Demetriou et al, 1993), all elements of
reality can potentially undergo quantitative transformations. Things aggregate or
separate so that they increase, decrease, split, or multiply in space or time for many
different reasons. At another level of organization, this system involves abilities and
skills of quantitative specification, i.e., counting, pointing, bringing in and removing,
and sharing. Internalization of these skills into coordinated mental actions results in
the four basic arithmetic operations, which provide understanding of the basic
quantitative functions of increase, decrease, etc. This level involves rules and
operations for identification of various types of relations. Understanding fractions or
are examples of these processes. The ability to conceptualize dimensions such as
height, weight, and volume are other examples, as are the operations required to
indicate relationships between different dimensions, for example, the relationship
between changes in height and weight in nature. These processes form the basis of
complex mathematical thinking, such as proportional reasoning.

A yet another level involves all kinds of factual knowledge about the
quantitative aspects of the world: numerical knowledge, such as, the multiplication
tables, the meaning of mathematical symbols, and content knowledge of the various
branches of mathematics. Therefore, number originates from the intersection of
quantity-specific functions in the perceptual systems, which evolved to be able to
grasp the quantitative aspects of reality, and from actions performed on things in
order to manipulate their numerosities.

* The Piagetian and neo-Piagetian perspectives converge on the following
structural model of intellectual growth:

* Sensorimotor stage (from 1 month to 18 months) at which first-order relations
can be understood;

* Interrelational stage (1 %2 yrs to 5 yrs) at which second order relations can be
grasped;

* Dimensional stage (5 yrs to 11 yrs), at which third-order relations can be
understood; and

* Abstract dimensional stage at which fourth-order relations can be understood.

This stage is divided into three substages: substage 1 (11-13 yrs), substage 2

(13-15 1/2 yrs) and substage 3 (15 % to 19 yrs). Substage 2 children acquire

the general capability to differentiate two different parameters whose function

is easily confused or two different functions that are easily confused. Substage

3 children, finally, acquire the general competence to think about the

relationship between two abstract mappings and built a second-order model of

such relationships.

This brief developmental outlook contributes to explaining the
action—>process—>object—>procept development of the concept of function. As the
child grows developmentally, it becomes able to build increasingly abstract structures
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and to coordinate information from different sources that can be held in memory in
parallel. Since the child initially starts from the level of concrete actions on objects, it
is only natural to treat initially functions as affording actions. At the other end of the
spectrum, functions are construed as abstract objects conforming to the notion of
procept. Consider for example the findings of Gagatsis and Siakkali (2004),
according to which 16-17 yrs old grade eleven students were able to use
simultaneously and, thus, coordinate both the algebraic and the geometric
representations of functions to take advantage of the information offered by these two
representational forms. The researchers called this, the coordinated approach. Bearing
in mind the developmental sequence presented above, we notice that the capability
for such coordination is rendered possible at the third sub stage of the abstract
dimensional stage, at which children are indeed able to construct second-order
mappings and, thus, coordinate information from two different abstract structures. At
this stage, the students have built the procept conception of functions. In
contradistinction, 14-15 yrs old students at the ninth grade, fail to coordinate
algebraic and geometrical information of the same function and show a marked a
compartmentalization, treating the two representations as completely different. The
students can conceive of functions as either algebraic or geometrical objects, but they
cannot coordinate these two conceptions.

We would like to point out at this juncture that even though there are hardly
any curricula where functions are tackled orderly according to, first, their numerical
representations, second their algebraic representations, and, third, their spatial
representations, since all these representations do usually occur concurrently in an
hybrid form, the point is that students will draw information from the hybrid form
according to their level of understanding, favoring procedural, spatial, or proceptual
information, and will confront problems accordingly.

Relating ‘reference knowledge’ and ‘understanding’ to specific levels of
representation paves the way for using the mechanisms of conceptual change that
underlie the transition from one representational level to another to (a) explain the
emergence of each new reference knowledge and understanding associated with a
specific level of representation; (b) account for the differences between the newly
acquired reference knowledge and understanding and the previous ones; (c) explain
why and how the new reference knowledge and understanding enrich the capabilities
of students to solve problems related to functions; and (d) understand the ways
reference knowledge and understanding are intertwined and constrain each other.

Here we discuss only one example. The reference knowledge in the spatial
domain, in order to be redeployed to the algebraic domain requires a set of cognitive
processes that put this knowledge into practice and effectuate fusion. These are:

(a) a process of visualization related to the representation of space; (b) a
process of construction and use of instruments (rulers, compass, etc.) and the
respective geometrical configurations. In the fusion, this is used to construct the
reference frame, to connect points on the two axes, etc.; and c¢) a discursive process
producing argumentation and proof. This is used to map the relation expressed in the
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algebraic formula to a relation between points in the frame of reference, that is, to
determine which point along the axis X maps to which point along the Y-axis.

These cognitive mechanisms transform the reference knowledge contained in
the algebraic representation that characterizes the process level into the reference
knowledge contained in the spatial representation characterizing the object level, by
fusing it with the domain of spatial representations.

We claimed above that the specification of the mechanism of conceptual
change and the cognitive mechanisms that support it sheds light on two problems,
namely, explain why and how the new reference knowledge and understanding enrich
the capabilities of students to solve problems related to functions, and understand the
ways reference knowledge and understanding are intertwined and constrain each
other. Let us tackle the first problem. In Raftopoulos and Portides (2012) we
explained why the construction of the geometrical representation of function
improves problem solving, and we also explained the restrictions to this claim. The
main point of our discussion was that the analogical nature of the spatial
representations renders a wide class of problems that were difficult to solve using the
algebraic representation more accessible when augmented by symbolic structure to
allow for proof.

Let us close with a call for caution. We have argued for a set of mechanisms of
change, and we have proposed that the transitions from one level of understanding of
the concept of function to the next could be mapped to a specific mechanism of
change. All of these do not entail that either the transitions from one level of
understanding, or the function of the mechanisms of change are either an all- or-
nothing matter or a linear transformation. It is well known from dynamic system
theories that such transitions are very seldom linear and an all-or-nothing affair.
Instead, oscillations in performance, developmental regressions, and other non-linear
phenomena are the order of the day. These problems are accentuated by the fact that
there are hardly any curricula where functions are tackled according to, first, their
numerical representations, then, second their algebraic representations, and, finally,
third their spatial representations. Thus, our claim has been not that each individual
student falls in within the presented pattern, or that in each student the conceptual
transitions follow the proposed pattern, or even that there is a neat one-to-ne
correspondence between conceptual development and student’s performance, or that
once a level of understanding is achieved there are no fall backs. Rather, our claim is,
first, that the macro-developmental view of the conceptual changes with respect to
the notion of function corresponds in large to the series that culminates with the
formation of procept and, second, that each conceptual transition is effectuated by a
specific mechanism of change. The micro-developmental view, however, fully
conforms to the strictures of dynamic systems theory.

A closely related problem concerns the gradual character of conceptual change,
which seems at a first glance to be in conflict both with both experience (ah-ha! I've
got it now), and to our claim that conceptual change is achieved through a set of
mechanisms. However, the fact that developmental change is effectuated through
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some mechanisms does not entail that the developmental transition takes place
abruptly. Since these mechanisms act at the micro-developmental level by shaping
understanding according to the non-linear dynamics of the system, they operate in a
gradual way leading to the acquisition of a more advanced concept of function, a path
that is also characterized by occasional set-backs. The fact that at some point the
student experiences a “ah-ha, I’ve got it now” sort of experience should not be taken
to mean that the conceptual development that took place was not gradual. What
happens is that, as predicted by non-linear dynamic system theories, a point in time is
reached when critical mass effects occur and a catastrophe takes place in the form of
the acquisition of a new capability or of a more advanced concept. The process of
conceptual change driven by some mechanism of change, however, was gradual, in
the sense that the system constructs its new capabilities gradually.
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PRAGMATIQUE DE LA CONSTRUCTION ET DU
FONCTIONNEMENT DES ESPACES DE TRAVAIL
GEOMETRIQUES.

ETUDE DE CAS EN GEOMETRIE DANS L’ESPACE
SYNTHETIQUE AU LYCEE.

Schlosser Fabien, Université de Bordeaux

Nous traitons dans cet article la question ontologique de la construction et du
fonctionnement interne des ETG personnels des éleves lors de la résolution de
problemes, et plus précisément du plan cognitif de ces espaces. Nous abordons en
particulier le principe de construction des objets de la géométrie dans ’espace en
nous positionnant dans un paradigme sémiotique. La représentation de ces objets par
les éleves, ainsi que la production de raisonnements au sein des ETG sont également
étudiés. Cette contribution s’inscrit dans le theme 1 du symposium ETM 4, intitulé :
« Le travail mathématique et les Espaces de Travail Mathématique ».

Mots clés : Géométrie espace — Sémiotique triadique — Processus cognitifs

INTRODUCTION

Le modele didactique des espaces de travail géométriques est structuré depuis
2012 en deux plans que sont les plans épistémologiques et cognitifs (Kuzniak, 2012).
Le premier est constitué d’objets mathématiques (I’espace réel, les artefacts et le
référentiel), alors que le second regroupe des processus cognitifs (visualisation,
construction et preuve). Se pose alors la question des différentes geneses de ces
objets et processus, du point de vue de 1’espace de travail géométrique personnel de
I’éleve. Nous traitons dans cet article la question ontologique de la construction et du
fonctionnement du plan cognitif des espaces de travail personnels des éleves du lycée
général. Le but d’une telle étude est bien de comprendre les processus
d’apprentissage de la géométrie chez les €leves, ainsi que 1’origine des €carts de leurs
ETG personnels avec ’ETG institutionnel. Nous nous placerons dans le cadre
particulier de la géométrie dans 1’espace, qui a été 1’objet de notre these
(SCHLOSSER, 2012).

Nous abordons cette problématique en nous positionnant dans une perspective
sémiotique. En effet, les mathématiques représentent un systeme théorique de signes,
pour lequel chaque individu produit une interprétation propre qu’il met en
fonctionnement dans un systeme pratique de signes. L’étude pragmatique des signes
mathématiques permet a la fois de définir la notion particulierement délicate d’objet,
présente au sein du plan épistémologique, et de comprendre de quelle maniere 1’éleve
peut produire des signes personnels (des représentations d’objets), a partir d’autres
signes.

Le modele sémiotique retenu pour étudier la production de signes par les
éleves au sein des ETG, est celui de la sémiotique triadique de Peirce. Celui-ci met en
ceuvre la distinction fondamentale entre signe premier, second et troisieme. Apres
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une breve présentation du modele de Peirce, nous montrerons que c’est la notion
centrale de signe interprétant qui permet de comprendre les mécanismes de
production de connaissances et de signes en général. Le principe de renvoi illimité
entre signes permet quant a lui de définir la notion d’objet. Nous illustrerons notre
propos par le cas particulier du concept de plan en géométrie spatiale. En tant
qu’objet géométrique, le plan peut étre représenté par des signes de nature iconique,
indicielle ou symbolique. Mais plus que les natures propres de ces signes, ce sont
leurs renvois mutuels qui nous intéressera. Nous identifions les notions de fonctions
sémiotiques, la principale étant la fonction indicielle. Nous montrerons en particulier
que la focalisation sur la fonction iconique des signes (la maquette remplissant cette
fonction de maniere emblématique) peut constituer un obstacle didactique a
I’enseignement de la géométrie dans I’espace. Dans le cas du concept de plan, les
signes utilis€és pour définir cet objet dans le référentiel théorique du cours du
professeur, forment un interprétant souvent trop parcellaire.

La démarche de notre recherche est basée sur I’analyse micro-didactique, c’est-
a-dire «du bas vers le haut», en partant d’analyses d’ETG locaux correspondant a des
moments de classe, pour parvenir a la définition d’ETM globaux. Pour cette raison, le
plan cognitif de 'ETG défini par Kuzniak A., a été€ structuré en trois nouveaux plans
: le plan syntactique, sémantique et pragmatique. Nous montrerons que la dualité
iconique/symbolique dont est fortement emprunte la didactique de la géométrie dans
I’espace est insuffisante pour comprendre la construction et le fonctionnement des
connaissances géométriques.

1. LA NATURE DES OBJETS EN GEOMETRIE DANS L’ESPACE
1.1 La sémiotique triadique de Peirce

Le modele sémiotique de Peirce repose sur 1’'idée qu’un objet renvoie a tout ce
qui vient a la pensée et que tout ce qui vient a la pensée est un signe. En fait, « tout
signe est mis pour un objet indépendant de lui-méme ; mais il ne peut €tre un signe de
cet objet que dans la mesure ou cet objet a lui-méme la nature d’un signe, de la
pensée. Car le signe n’affecte pas 1’objet, mais en est affecté, de sorte que 1I’objet doit
étre capable de communiquer la pensée, c’est-a-dire doit avoir la nature de la pensée
ou d’un signe » (Peirce C.S., 1931-1935, 1.538). De part cette définition, il ressort
que le signe représente 1’objet (il s’agit du representamen). 11 peut donc générer
potentiellement autre chose que 1'objet qu’il représente : il s’agit du signe
interprétant. L interprétant est le « signifi€ propre » du signe (Peirce C.S., 1931-1935,
5.473-5.475), le résultat ou I’effet possible de ce signe. Chaque signe est ainsi pris
dans une relation triadique pouvant étre schématisée ainsi :

Objet

Representamen Interprétant
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Chaque interprétant étant lui-méme un signe, il peut a son tour étre inclus dans
une nouvelle relation triadique avec un autre interprétant, et ainsi de suite. C’est de
cette maniere que Peirce définit le processus sémiotique, illimité par nature. Un
individu ne sera certes pas en mesure de réaliser un processus infini et ne prendra en
compte qu’une suite finie d’interprétants. Pour Peirce, ce qui permet de limiter la
série d’interprétants, pour le moins provisoirement, c’est I’habitude. Nous pensons
que cette série limitée d’interprétants associés a un (ou éventuellement plusieurs)
representamen d’un objet, constitue une conception, une représentation de cet objet.

1.2 Le cas du plan en géométrie dans I’espace

Plusieurs types de définitions sont donnés dans les traités de mathématiques et
dans les manuels scolaires. En particulier, certaines définitions font appel a 1’intuition
ou procedent par analogie avec des objets matériels. C’est le cas de la conception
platonicienne des objets g€éométriques, dans laquelle ces derniers sont construits par
réduction de dimensions : le solide étant donné (dimension 3), la notion de frontiere
permet de définir la surface (dimension 2), puis la ligne (dimension 1) et le point
(dimension 0). D’autres définitions sont basées sur des objets de la géométrie du plan
précédemment construits. Par ce chemin opposé, souvent qualifi€é de génético-
ontologique, les objets de I’espace sont construits par le principe d’extension de
dimension (ce qui nécessite I’entrée en jeu du mouvement, des transformations de
I’espace comme les rotations et les translations, voire les réflexions) : la ligne (ou la
droite) est générée a partir des points, la surface (ou le plan) a partir des droites et le
solide a partir des plans. Enfin, certaines définitions d’objets tels que le plan, sont
tout bonnement passées sous silence. Dans tous les cas, le choix de ces définitions
conditionne un interprétant propre, pouvant générer des obstacles didactiques. Le
principal obstacle est celui du morcellement du référentiel définitoire de I’ETG
personnel.

1.2.1 Construction du plan par des interprétants intuitifs ou extraits de
I’expérience

La conception naturaliste des objets géométriques ressort typiquement dans le
positivisme de A. Comte (1830-1842) :« Il serait en effet impossible de se représenter
une surface autrement que comme une plaque extrémement mince et une ligne
autrement que comme un fil infiniment délié ». Ici, les définitions géométriques sont
« empiriques, extraites de la réalité : ce sont des abstractions de I’expérience »
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(Jullien V., 1996). On retrouve également ce paradigme dans la définition du traité de
Camberousse Ch. et Rouchier Eu. (1931) : « La plus simple de toutes les surfaces est
le plan, dont une glace polie peut donner 1’idée. La définition géométrique du plan
consiste en ce que toute droite qui joint deux points de cette surface y est contenue
tout entiere. C’est ainsi par exemple, que, pour vérifier si une table est plane, on
s’assure qu’on peut y appliquer dans tous les sens une regle bien dressée, sans qu’il
reste aucun vide entre la table et la regle ». Dans cette premiere définition, 1’accent
est mis sur I’intuition du concept quotidien d’un objet plan, plus que sur le caractere
illimité.
o (Conceptlon)

Thqd
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avec des régles

Comme on le voit sur ce schéma le glissement sémiotique, voire la substitution
sémiotique du plan mathématique par une face plane limitée est fortement probable
pour un éleve. Ainsi, I'interprétant final du plan peut mener, de proche en proche
dans le processus sémiotique, a une conception tronquée du plan géométrique.

Le plan défini comme «surface qui partage 1’espace en deux partie
congruentes » releve quant a lui d’une intuition initiale de 1’espace tridimensionnel.
Le plan peut des lors étre vu comme invariant par une réflexion en dimension 3
comme chez Leibniz.

La définition du professeur dans la séquence de classe faisant 1’objet de notre
these (Schlosser, 2012) procede en partie de 1'interprétant de la face : « une face va
nous matérialiser un plan, une aréte matérialise un segment», et de conclure « le plan
est infini, c¢’est-a-dire qu’il se prolonge au-dela de la face du cube ».

1.2.2 Construction du plan par des interprétants génético-ontologiques

Le procédé de définition du plan par Roberval releve de ce type de genese. Il
écrit en effet (in Jullien V., 1996) : « On appelle une superficie plane, celle qui est
également posée et €tendue entre ses lignes, c’est-a-dire que toute ligne droite qui
convient a cette superficie par deux points, en quelque position que ce soit, lui
convient de toute sa longueur, la ligne droite et la superficie étant prolongées et
étendues indéfiniment.

Cette superficie est appelée simplement un plan.

Son existence est ordinairement supposée tacitement et sans preuve mais elle
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peut étre démontrée, comme de fait nous la démontrerons ».

Cette démonstration d’existence est faite en engendrant le plan par le
mouvement d’une droite (sur le dessin ci-dessus, la « ligne » en rotation autour de
(AB) génere une surface. Sur la deuxieme figure, la ligne étant supposée indéfinie,
elle génere un plan).

D/a .

S~ P, ” %

Il faut noter que ce n’est qu’apres avoir défini le plan et démontré son
existence, que Roberval démontre que deux droites sécantes sont coplanaires
(proposition-théoréme 15 du livre II), puis que tout triangle est sur un plan
(proposition-théoreme 16 du livre II) et enfin qu’un plan est enticrement caractérisé
par trois points (proposition-théoreme 17 du livre II).

Remarquons que Roberval fournit également une méthode quasi instrumentale
de génération d’un plan a partir d’un triangle : il s’agit sur la figure ci-dessous de la
rotation de la droite passant par un point fixe P sur un des c6tés du triangle (a
I’exclusion des extrémités) et par un second point mobile sur les deux autres cotés.

A

Par opposition a la conception du plan par analogie a des objets sensibles
(ayant des caractéristiques communes partielles), les objets de 1’espace sont liés chez
Roberval par des processus de construction.

Sans nécessairement construire un lien de génération cinétique entre objets, de
nombreuses définitions du plan se basent sur un lien d’inclusion, comme chez
Hadamard (1901) : « On appelle PLAN une surface telle, que toute droite joignant
deux points de cette surface y est contenue toute entiere ». Puis il prend pour axiome
le fait que « par trois points quelconques de I’espace, il passe un plan » (il montre que
ce plan est unique), puis en déduit les autres caractérisations du plan. Il considere le
cas particulier de 1’objet g€éométrique contenant une droite et pouvant ainsi €tre une
droite, un plan (contenant cette droite) ou bien I’espace entier.

Choquet quant a lui définit le plan a partir des droites : « Un plan est un

ensemble [...] D de partie de I appelées droites ». On retrouve ce principe dans les
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manuels de seconde qui citent uniquement les déterminations d’un plan. Pour certains
d’entre eux, le plan est défini par trois point, puis les autres déterminations sont
présentées (deux droites s€cantes, une droite et un point et deux droites paralleles).
Pour d’autres, toutes ces déterminations sont présentées simultanément sans
hiérarchisation et sans lien de déduction entre ces déterminations : ils débutent par les
positions relatives de deux droites, puis de deux plans sans définition du plan. C’est
souvent le concept de coplanarité qui est uniquement abordé : « deux droites sont
coplanaires lorsqu’elles sont contenues dans un méme plan ». Ces définitions sont
parfois accompagnées de dessin, comme dans Modulo (2004) :
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La principale particularité de ce type de définition du plan est qu’elle procede
par association directe de signes, sans autre lien de génération ontologique. Les
représentations iconiques de ces objets mis en relation suivent un principe de
superposition iconique que le schéma ci-dessus montre clairement : superposition du
signe représentant le plan aux signes représentant les points ou les droites. Dans ce
type de dessin, il y a ainsi une perte d’information, celle contenue dans le mot
« détermine » de la définition, qui présuppose un lien de génération. Une autre
caractéristique de ces démarches est qu’il y agrégation de plusieurs interprétants sans
liens déductifs entre ces interprétants comme par exemple la preuve de 1’équivalence
de ces deux déterminations’ :

O plan

Une droite
et un point
extérieur

Deux droites
paralléles

absence de lien
déductif

3 4 Deux droites
Trois poin .
sécantes

La notion de plan est dans certains cas utilisée en acte, sans soucis de
définition comme dans Clairaut : on passe de la notion de faces paralleles, aux plans
paralleles : ce sont « ceux qui conservent toujours entre eux la méme distance ». De
rares manuels comme modulo seconde (2004) font référence au caractere illimité du

1 . , . .
Dans les anciens manuels comme Camman et Rébuis (1933), on trouve a contrario les preuves de
ces déterminations du plan
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plan : « Un plan est une « surface plate illimitée dans toutes les directions » ». Au
contraire, on trouve certaines confusions et interférences potentielles entre les
concepts mathématiques de plan et de face d’un solide, par la référence au « plan de
face », comme par exemple dans le manuel Ellipse de 1°° L (2005) :

« Une représentation en perspective cavaliere d’un cube sur un mur parallele a
I’une de ses faces est la suivante :

-
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Les plans qui font « face » (qui sont paralleles au plan de projection) : ABFE et
DCGH sont des plans « frontaux ». Dans un plan frontal, toute figure est représentée
en vraie grandeur. [...]

Tout plan perpendiculaire a un plan frontal est une « face fuyante » ».

1.2.3 Utilisation du concept de plan sans en produire une définition formelle

Chez Euclide, le plan n’est pas rigoureusement défini. En effet, apres avoir
défini la surface : « Une superficie est ce qui a longueur et largeur seulement » et les
lignes comme extrémités de ces surfaces, la surface plane est décrite : « Une
superficie pleine est celle qui est également interposée entre ses lignes droites ». Le
terme « plan » est alors directement mentionné dans la définition suivante : « Un
angle plan est ’inclinaison mutuelle de deux lignes qui se touchent dans un plan et
qui ne sont point placées dans la méme direction ». L interprétant construit dans ces
éléments ne peut donc étre que celui d’une surface délimitée’.

Nous avons pour I’instant traité la question de I’interprétant porté par un signe
symbolique (le mot ‘plan’), dans le sens de Peirce que nous donnerons en deuxieme
partie. La représentation iconique du plan est également propice a générer des
interprétants erronés, notamment lorsqu’elle se base sur le dessin d’un
parallélogramme®. En effet, dans la trés grande majorité des manuels de lycée, la
représentation d’un plan par un parallélogramme est utilisée sans justification de cette
représentation, alors que cela est mentionné dans des trait€s anciens comme Camman
et Rébuis (1933): « Un plan est une surface indéfinie dont on ne représente sur le
dessin qu’une portion limitée, par exemple rectangulaire ; mais il est bien entendu
que la surface n’est pas bornée au contour du parallélogramme ».

? Une ligne est délimitée par des points chez Euclide.

* En toute rigueur, il n’existe pas de représentation iconique de plan.
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1.2.4 Les obstacles didactiques générés par certaines définitions

Ces définitions précédentes illustrent trés bien la maniere dont les objets
géométriques sont construits par le biais d’interprétants, ainsi que les obstacles
qu’elles peuvent engendrer. Le principal obstacle est celui de la référence a un
concept quotidien : celui de surface plane mais délimitée. Le second obstacle est i€ a
la représentation figurale du plan : seule une représentation symbolique est possible
(le parallélogramme par exemple) ou une représentation par le biais d’autres objets
(nous verrons qu’ils fournissent des indices du plan). On note a ce sujet que la
représentation indiciaire du plan par trois points ne porte pas la propriété illimitée du
plan, contrairement a celle de deux droites sécantes. En effet, la droite dispose d’une
technique instrumentale qui permet de la prolonger. Le dessin d’un plan ne dispose
pas d’une telle technique, sauf par le biais des droites qu’il contient.

Ces deux obstacles liés a I’interprétant erroné du plan sont présent dans
’extrait de recherche suivant en classe de 1°° L (Schlosser, 2012) :

Enoncé : « On donne une pyramide SABCD dont la base est un quadrilatere

ABCD.
Construire I’intersection des plans (SAB) et (SDC) »

Retranscription des dialogues d’un bindme d’éleves :
Eleve H: SAB et SCD... hein ? [Rires.] SAB et SDC ? Ils sont sérieux ?

Eleve C: [inaudible]

Eleve H: ben, j'ai envie de te dire qu'elle est déja créée ! Puisque
l'intersection c'est S ... J'ai envie de te dire que c'est pas possible Charlotte. Que
l'intersection des deux plans c'est S.

Nous voyons bien dans cet extrait que les plans (SAB) et (SDC) sont assimilés
a des faces et que I’absence de procédé de construction instrumentale d’un plan
cantonne les éleves dans cette conception erronée. Car dans la suite de la recherche,
les éleves tracent des droites incluses dans les plans en question, mais ne pensent pas
a construire des paralleles (autre détermination d’un plan) dans un exercice suivant :
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1.3 Les catégories du signe

L’ensemble du modele sémiotique de Peirce repose sur un principe
philosophique, qu’il nomme phaneroscopie, suivant lequel toute idée, tout signe peut
étre considéré comme premier, second, ou troisiecme. Par ailleurs, trois niveaux
d’étude du signe peuvent €tre retenus. Le niveau syntactique prend en compte le
representamen seul, le niveau sémantique considere les relations entretenues par le
representamen avec son objet, alors que le niveau pragmatique examine les relations
du representamen a son interprétant. Ainsi, concernant la dimension syntactique, le
representamen pris comme premier est un qualisigne, a savoir une simple sensation,
ou un simple sentiment. Dans sa dimension seconde, il est un sinsigne et dans sa
dimension troisieme, il est un 1égisigne.

Ce premier découpage en catégories est particuliecrement intéressant pour
I’étude didactique de la géométrie. En effet, du point de vue du systeme théorique, le
dessin des objets géométriques met en ceuvre un code, ce qui est 1’apanage du
légisigne (par exemple le code de la représentation d’un point par une croix). Ainsi,
au sein du plan syntactique, le dessin représente un hyper signe représentant une
structure de treillis dont la loi est celle de I'inclusion. Par exemple, le treillis du
tétracdre ci-dessous est le suivant :

. \
Tétrédre

En tant que simple sinsigne, le representamen peut donc déja étre 1’objet de
traitements dont le plus élémentaire est la décomposition structurale du signe par une
rhétorique visuelle, en suivant éventuellement les régles syntactiques du code
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géométrique. Le qualisigne est le signe le plus élémentaire puisqu’il ne s’agit que
d’une simple sensation. Par exemple la sensation de direction, ou d’incidence et de
concours sur le dessin. Elle présente toute son importance en géométrie comme nous
le verrons plus loin sur un exemple.

Ainsi, a ce niveau syntactique, I’ETG sera composé du representamen (dessin),
des artefacts (dont le systeme visuel) et des regles syntactiques (sorte de rhétorique
visuelle).

Au niveau sémantique, le representamen peut représenter son objet de maniere
iconique, indiciaire ou symbolique. Lorsque le signe existant renvoie a son objet par
un rapport de similarité, de ressemblance, en vertu des caracteres qui lui sont propres,
que 1’objet soit existant ou non, il est une icone (premier). Le representamen d’une
icOne peut étre un qualisigne, un sinsigne ou un légisigne. Le dessin du tétra¢dre ci-
dessus est une icOne (légisigne iconique), comme la plupart des dessins d’objets
géométriques. De maniere emblématique, la droite n’est le plus souvent congue par
les €éleves que de maniere iconique : la droite est définie par le dessin d’une droite !
Ce n’est que par le biais de la géométrie analytique que cette conception iconique
exclusive est abandonnée. Par contre, le plan quant a lui, ne dispose pas de
représentation graphique iconique (du moins en toute rigueur). En géométrie dans
I’espace, un obstacle épistémologique difficile a dépasser pour les éleves est celui de
la multivalence des signes iconiques : une intersection de deux segments sur un
dessin en perspective peut représenter ou non un point de I’espace. Pour autant, si le
dessin géométrique est multivalent, il est peu ais€ de s’en passer. La fonction
iconique qu’il prend en charge est le support de processus de constructions
sémiotiques au sein des ETG.

L’indice (second) est un signe qui est affecté par 1’existence méme de 1’objet.
Comme le souligne Everaert-Desmedt (2006), le signe entretient un rapport de
« contiguité contextuelle » avec son objet. Peirce prend pour exemple la girouette
comme « indice de la direction du vent » (Peirce, 1931-1935, 2.2286). L’indice
implique une icone particuliere, dans le sens ou un indice est affecté directement par
un objet, sans pour autant étre cet objet lui-méme (cas de la girouette). Le
representamen d’un indice peut €tre un sinsigne ou un légisigne. Nous avons vu
plus haut que trois points sont des indices d’un plan, de la méme maniere que deux
droites sécantes : ils remplissent une fonction indicielle vis-a-vis du plan. Un cas
particulier d’indice propre a la géométrie est celui de la dénomination des objets (par
exemple le fait de nommer un point par une lettre, mais nous parlerons plutot
d’indexe dans ce cas particulier d’indice).

Le symbole est un signe qui renvoie a I’objet en vertu d’une loi (tiercé€ité).
Cette loi est une regle symbolique élaborée de maniere conventionnelle, souvent a
priori comme c’est le cas en mathématiques. Nous avons déja signalé que le plan ne
disposait pas de représentation iconique. Sa représentation sous la forme d’un
parallélogramme est souvent donnée sans justification comme nous 1’avons vu, et
donc sans mettre en avant son aspect purement symbolique. Dans le méme sens, les
faces des tétraedres sont difficilement per¢cues comme des symboles de plans car cela
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n’est pas explicité ainsi dans les cours. A partir de ces définitions, nous structurons le
plan sémantique de ’ETG en trois composantes : les configurations, les outils (c’est-
a-dire des artefacts associés a des objets géométriques comme par exemple le compas
associé au cercle) et le calepin iconique et lexical (respectivement un ensemble
d’icones et de légisignes symboliques (mots)). Par exemple, les différentes
représentations d’un cube en perspective sont intégrées dans le calepin iconique et
lexical, ainsi que le mot ‘cube’).

Voyons maintenant la trichotomie de l'interprétant (un signe troisieme). Le
signe est vu comme une loi générale qui sera une possibilité qualitative (rheme), ou
aura une existence réelle (dicisigne), ou enfin qui sera le fruit d’un raisonnement
(argument). Lorsque I’interprétant est un rhéme, il est considéré en tant que tel et se
suffit a lui-m&me pour mettre en relation un representamen avec un objet, grace a ses
qualités propres, sans faire appel a autre chose. Il est considéré de la méme maniere
qu’une fonction propositionnelle de la logique classique. Un rhéme n’a pas de vérité
logique, il n’est ni vrai, ni faux. Le rhéme peut €tre soit une icOne, soit un indice, soit
un symbole. Toute perception directe d’un dessin géométrique est rhématique. Au
contraire, le dicisigne fonctionne comme une proposition logique, c’est-a-dire qu’il
met en relation deux constantes (un sujet et un prédicat). Etant des propositions
logiques, les dicisignes peuvent €tre vrais ou faux, ils ne portent pas en eux de
caractere de nécessité ou de contrariété, et ne sont pas non plus portés par des forces
argumentatives. Le dicisigne ne peut €tre qu’un indice ou un symbole. L’intersection
de deux droites sur un dessin en perspective est un dicisigne d’un point : il ne s’agit
d’un point de ’espace que dans cas ou les droites sont coplanaires. Par contre,
I’argument engage un processus rationnel de la pensée menant a une conclusion. Ce
processus suit une regle d’élaboration: 1’argument est un signe qui a pour
interprétant une loi, un raisonnement. Cette régle met en relation un representamen
avec un objet. Un argument en géométrie repose sur la mise en ceuvre de théorémes
est de propriétés, donc d’un référentiel définitoire et théorématique, et de processus
d’induction, de déduction ou d’abduction. Nous placons donc a ce niveau
pragmatique de I’ETG les trois composantes suivantes : les figures géométriques, les
raisonnements et les instruments (recouvre a la fois I’artefact, les objets qu’il permet
de tracer ainsi que les propriét€s géométriques induites qui y sont associées) et le
référentiel définitoire et théorématique.

1.4 La structuration de plan cognitif de PETG

Le plan cognitif se structure donc en trois strates. Dans chacune d’entre elles,
nous retrouvons le triptyque de base des ETG, a savoir les objets, les artefacts et le
référentiel :
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Plan pragmal

Plan sémnmiq..e

s du référentiel
théorique

ilier dela
Puisque nous suivons une démarche d’analyse didactique « ascendante » (de
I’analyse des séquences de recherche vers 1’espace de travail personnel), nous
adossons chaque espace de travail « local » a un type de tache et a un milieu dans le

sens de Brousseau (1990). La méthode de construction de I’ETG global par
compilation d’ETG locaux est présentée dans Schlosser (2012).

Pilier des ol
géométriques

Plan syntactique

2. LES PROCESSUS COGNITIFS AU SEIN DE L’ETG PERSONNEL DES
ELEVES

2.1 Des chemins paradigmatiques au sein des ETG

Examinons deux démarches de résolution d’un probleme simple de géométrie
dans ’espace, observées aupres de deux bindmes d’éleves (Schlosser, 2012).

Enoncé de exercice

« On donne un tétraedre ABCD, un point I sur I’aréte [AB] et un point J sur
I’aréte [AC]. Construire I’intersection de la droite (I1J) et du plan (BCD). »
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Binome 1

Etape 1 : Des processus qualitatifs, et des processus expérimentaux au niveau
syntactique

1) Création de 1'icone de la droite (IJ) : le probleme est considéré comme
résolu par les éleves

2) Création-indexation de I’intersection de (IJ) et de (CD)

Cette étape est bien basée sur I’identification du sinsigne du point intersection
de deux traits du dessin.

Etape 2 : Un processus expérimental pouvant se situer au niveau sémantique
comme le montre I’extrait de dialogue suivant :

«Eleve H: Ah, ouais, donc normalement, mais je dirais déja... que du coup, il
faudrait... ce serait pas... prolongement de la droite (BC), prolongement de la droite
(1J), et le point il serait par 1a ».

Ici, le processus expérimental se fait sur les signes 3D, a partir des signes 2D.

La particularité de cet ETG est d’€tre piloté par le pilier des objets du registre
figural. Il parvient a "dépasser" le plan syntactique, pour travailler prioritairement sur
le plan sémantique des images mentales tridimensionnelles. Ce registre figural,
semble méme autonome, puisque les symboles dicents du référentiel théorématique
ne sont quasiment pas interpelés. De maniere schématique, nous pourrions
représenter ce profil d’ETG ainsi :

/

|- .

(v_\qn..,...

4 N,
~
~

SR
!

Pilier de I'ob]

immédiat er du référentiel

théorique

de
la preuve

Notons que le pilier du référentiel théorique, ne semble pas vraiment jouer un
rOle de controle.

Binome 2

Etape 1 : identification du but a atteindre, a savoir tracer un point
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Etape 2 : construction de (IJ), le bindme consideére que I’intersection est alors
construite (construction évoquée et non effective dans le sens de Chaachoua H.
(1999))

Etape 3 : prise en compte de la propriété du cours et recherche de 1’intersection
de (IJ) avec une droite du plan (BCD). Identification de (CD) et (BC) comme étant
deux droites pouvant fournir potentiellement 1’intersection recherchée

Etape 4 : premier essai, construction-indexation de I’intersection de (IJ) et de
(CD)

Etape 5 : par une démarche combinatoire, deuxieme essai, construction de
I’intersection de (IJ) et de (BC).

Ce profil du bindbme adopte une entrée davantage symbolique, puisque le
bindme cherche avant tout a savoir quelle est la nature de 1’objet a construire, et
qu’une construction évoquée de 1’intersection d’une droite et d’un plan semble lui
suffire. Le point d’intersection est d’ailleurs construit sans que le bindme ne trace la
droite (BC)*. Par contre, il cherche & mettre en ceuvre une propriété du cours. Cet
ETG est plutdt piloté par le pilier du référentiel théorique :

&
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Pilier de I'ob] ier du référentiel
immédiat

théorique

——Pilierde

la preuve

Par contre, le processus argumental n’est pas complet. En effet, la recherche de
la droite incluse dans (BCD) n’est pas réellement faite en cherchant un plan commun
aux deux droites. La méthode releve d’une sorte de combinatoire, autrement dit par
essais et erreurs a partir des différents icOnes de droites incluses dans (BCD). En
outre, le plan syntactique est malgré tout mis en ceuvre dans une des procédures
erronée. Cette fois, le pole de la figure semble bien jouer le role de controle de la

* Cela était possible avec le logiciel de géométrie utilisé par les tracés.
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preuve argumentale.

Ainsi, la principale différence entre ces deux démarches réside dans le fait que
le premier bindme prend en compte le dessin (légisignes iconiques 2D) en tant
qu’indice d’autres signes, les légisignes iconiques 3D. Le processus reste
expérimental, et c’est grace a un qualisigne (sentiment d’incidence) que les droites
(BC) et (1J) sont déclarées sécantes. C’est la fonction indiciaire du dessin qui
prédomine. Pour le second bin6me, le niveau argumental n’étant que partiel, les
sélections de signes dans la démarche combinatoire se font toujours sur la base
d’icones 2D. Dans les deux cas, le travail peine a se faire au niveau pragmatique : le
sous-bassement syntactique et s€émantique est difficilement dépassé.

Dans Schlosser (2014), nous développons plus précisément les différents
processus mis en ceuvre par les €leves lors de leurs recherches, a savoir les processus
qualitatifs, expérimentaux et argumentaux.

3. LA DUALITE ICONIQUE/SYMBOLIQUE
3.1 Un dépassement difficile de la visualisation iconique

Une des raisons du difficile dépassement du travail a partir de la visualisation
iconique se situe dans une certaine confusion de paradigme d’un point de vue
institutionnel. Alors qu’en géométrie plane tous les efforts sont mis en ceuvre pour
faire démontrer certains faits visuellement évidents sur la figure, en géométrie dans
I’espace, il est souvent fait état d’un objectif de faire « voir les choses dans
I’espace ». De fait, la sélection ou la décomposition structurale des objets se fait
quasiment exclusivement par le biais des icones du dessin géométrique, et tres
rarement a partir des indices littéraux des objets, des plans par exemple comme le
montre le dialogue ci-dessous:

Professeur : Alors, premiere question que je vais vous poser, est-ce que tu peux me citer
des droites qui appartiennent au plan (IJK)?

Eleve S: Hum, des... des plans?
Professeur: Des droites...

Eleve S: Des droites?

Professeur: ... qui sont dans le plan (IJK).

Eleve S: Ben (AB), non? (AC) et (AD), ils font pas partie de...

Professeur: Commencez peut-€tre par un point... un plan plus simple. Tu peux me citer
les droites du plan (BCD)?

Eleve S: Ben (BC)?

Professeur: Oui.
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Eleve S: Et (CD).
Professeur: Et?
Eleve S: Et (BD).
Professeur: (BD).
Eleve S: Ah, donc la c'est (Al)... (AJ) et...
Professeur: Du plan1..J..K
Eleve S: Ah, 1J donc ouais, il est pas la... mais euh y a pas de droites alors du coup.
[blanc]
Professeur: Qui t'interdit de les dessiner si t'en as besoin?
On voit bien ici la difficulté de I’éleve a citer des droites incluses dans le plan
(IJK) en raison de I’absence d’icones de ces droites. L’écriture (IJK) était pourtant
opératoire pour réaliser cette décomposition structurale.
Pour reprendre le méme exercice que celui donné en exemple au paragraphe
1.2, 1a suite des propos des éleves montre la prévalence du signe iconique sur le signe
symbolique : le professeur rappelle que I’intersection de deux plans est une droite, et
qu’il faut donc chercher deux points. Il rappelle également que chaque point est
obtenu par I'intersection de deux droites appartenant respectivement a chacun des
plans. Mais 1’éleve répond :

Eleve H : c'est S, c'est S l'intersection du plan SAB et SDC
Professeur : l'intersection de deux plans qu'est-ce que c'est ?
Eleve H : oui ben il y a 2 points en un point je sais pas ![blanc] mais si en plus.

Mais si en plus, regarde t’as non seulement t’as l'intersection de BS et de
CS Ia, mais en plus t’as I’intersection AS et DS c'est ¢a son intersection
Eleve C: ben on l'a... Il faut juste qu'on la renomme »

3.2 Le probleme du discernement des plans

Pour Rommevaux M.P. (1998), une compétence clé est engagée dans la
résolution des problemes de géométrie dans 1’espace : étre capable de discerner et
sélectionner les plans dans une représentation bidimensionnelle d’un objet
géométrique tridimensionnel. Cette compétence demande de réaliser des « montées
en dimension » (Rommevaux M.P (1998, p.29). Par exemple, pour trouver
I’intersection d’une droite et d’un plan, c’est-a-dire pour construire un point (de
dimension 0), il convient de "plonger" la droite dans un plan auxiliaire. Il y a donc
passage d’un objet de dimension 1 vers un objet de dimension 2.

Or nous avons vu dans les exemples ci-dessus, que le plongement dans un plan
est loin d’étre évident pour les éleves.

Ainsi dans I’exercice suivant dans lequel I’intersection des plans (ECB) et
(ACF) était recherchée, I’éleve cherche encore une représentation iconique des plans
en question.
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« Eleve S: QOuais. E... C... B, ben on peut pas vraiment le voir, c'est ¢a le
probleme. A... C... F ». Le binOme construit ensuite I’intersection de (AF) et (EC).

Pourtant dans cet exemple, la recherche d’une visualisation iconique de
I’intersection des plans n’est pas forcément pertinente. En particulier, une
décomposition structurale a partir des 1égisignes indexicaux (ECB) et (ACF) pouvait
mener a la solution par un raisonnement diagrammatique. De maniere générale, plus
que la dualité iconique/symbolique, la principale difficulté rencontrée par les éleves
releve d’un pilotage de 'ETG exclusivement iconique (premiere et deuxieéme strate
du plan cognitif) et de problemes de raccordements de treillis non iconiques.

CONCLUSION

L’intégration d’outils sémiotiques permet de comprendre le fonctionnement et
la construction des espaces de travail géométriques. En effet, 1’activité mathématique
en général, et ’apprentissage géométrique en particulier, releve d’une intégration
d’un systeme théorique de signes et de sa mise en fonctionnement. Ce systeme est
lui-méme producteur de signes, par I’entremise fondamentale du signe interprétant.
Ces derniers peuvent générer des obstacles didactiques dont notamment celui de la
référence a un objet matériel (perte de propriétés comme par exemple le caractere
illimité d’un plan). D’autres obstacles sont dus au code géométrique comme par
exemple celui de la multivalence de certains signes, de la juxtaposition de certains
signes iconiques sans aucun lien de génération, et enfin le caractere symbolique de
certains signes comme celui du plan générant également une perte de propriétés. La
structuration de I’ETG en trois strates, a savoir les plans syntactiques, sémantiques et
pragmatiques permet d’identifier un travail omniprésent sur les deux plans de sous-
bassement, en partie dii a une organisation mathématique du référentiel trop morcelé
et parfois trop parcellaire. Nous pouvons également conclure au regard des difficultés
de raccordements des différents treillis sémiotiques, qu’un travail sur la visualisation

spatiale gagnerait a faire 1’objet d’activités dédi€es, clairement distinctes de la
résolution argumentale discursive.
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SPACE FOR GEOMETRIC WORK: POINTS OF AFFECT

Melissa Rodd, Institute of Education, University of London

This paper uses ideas from the field of neuroscience of attention to investigate
emotional (or other affective) responses - ‘points of affect’ - that instigate change in
teachers’ or learners’ Space for Geometric Work (‘SWG’). SWG theorises that
physical space and tools or artefacts, together with suitable language development,
are the components from which a cognitive grasp of geometry is formed. Research
from the neuroscience of attention theorises a distinction between ‘top-down’ and
‘bottom-up’ attention. ‘Points of affect’ divert attention and thus can change a
person’s SGW. The main body of the paper concerns relationships between deductive
and perceptual reasoning in terms of attention processing and points of affect.
Application to teaching geometry is discussed.

Key words: geometry, affect, proprioception

INTRODUCTION

Learners’ transition to reasoning based on accepted premises from reasoning
based on perceptual givens is central to geometry education in secondary school
mathematics curricula throughout the world. Van Heile (e.g. 1986) recognised this in
his conceptualisation of learners’ progression; the typical child starts with shape
recognition, proceeds to description and analysis of properties of shapes and then to
reasoning deductively concerning properties of geometrical concepts (like shapes)
with increasing levels of rigour and abstraction. This paper concerns affective
influences on progression in geometry problem solving, particularly in progression to
thinking deductively. The central concepts developed that underpin the discussion are
those of attention processing pathways and that of the Space of Geometrical Work
(SWG, also known as Espace de Travail Géométrique).

Fig 1. Equilateral triangle, interior point and perpendiculars from that point to sides.
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PREVIEW OF THIS PAPER’S CENTRAL THEMES: NEUROSCIENCE,
AFFECT AND TRANSITIONS IN GEOMETRIC THINKING

Euclidean geometry problems are good stimuli for ‘ah-ha!” insight. Ah-ha!
insight occurs when where a solution has become, in an instant, ‘obvious’ to the
problem solver; an emotional transition signals or stimulates insight and deduction.

For example, consider this Euclidean problem and the described solution:
given an equilateral triangle and a point P in the interior, investigate the sum of the
lengths of the perpendiculars from P to each edge. That this sum of lengths is the
measure of the triangle’s height can be seen as ‘obvious’ if the triangle is cut into
three smaller triangles with P as a common vertex each with base a side of the
original triangle. The visual insight — as a construction or cutting up — affords a
deductive grasp of the proposition. Experiencing such insight is motivating for a
learner/participant as it is a good feeling, that is, a salient ‘point of affect’. Although
‘Ah-ha!” also has a flip side, which can be marked as ‘lost vision’ which is also a
‘point of affect’, this paper is focussed on ‘getting it’ or transition to relational and
reasoned geometric thinking, which is characteristic of what is termed ‘Geometry II’
(Liljedahl, 2005, Gal & Linchevski, 2010, Rodd, 2010).

Issues these experiences raise can be informed by current and developing
understandings from neuroscience. The developing field of educational neuroscience,
i1s being applied to many areas of education (Mareschal, Butterworth and Tolmie
(eds.) 2013), including mathematics. Furthermore, there are other routes for
educationalists, mathematical and other, to have access to neuroscientific
understandings, I shall draw on, below, the application, to meditative disciplines, of
the neuroscience of attention and information processing (e.g., Austin, 2009) to the
mathematics education context.

What are data in an investigation of the relationship between affect and
transition to deductive geometrical thinking? Self report does offer some data, yet
other participants’ experiences are needed too. As part of this project, I have data
from students in various learning or teaching geometry contexts. One of whom is
Lech’, a case study for this paper. Lech’s transitional thinking around points of affect
will be analysed further below, but the following short extract from his talking about
solving a geometrical problem illustrates well the close connection of affect and
reasoning:

I enjoyed it — I enjoyed the moment when the lightbulb came on... it is very
emotional...It reassures you, because at the beginning you’ve got feeling, that this
could be, but then, until you actually can see, you can reassure yourself, and can
prove it for yourself it is still just a feeling but once you do it you know that you’re
right and that’s a very good positive frame.

Extract from interview with case study, geometric participant, Lech (...’
indicates portion cut).

> All participants’ names are pseudonyms.
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Main claim

Thinking (cognition) is a personal endeavour, (of course informed by outer
physical, cultural and social environments). Personal endeavours, like solving
geometry problems, involve ‘top-down’ processing of information where a person’s
attention is ‘close by them’. In geometry learning and problem-solving, information
is received through use of words, objects and images ("les geneses", Gémez-Chacén
and Kuzniak, 2011, 2013, Kuzniak, 2010); a person’s SGW adapts and develops from
processing what comes from these "geneses". Affect can (possibly: is the way to)
change attention which facilitates information being processed differently. In
particular, affect can switch perceptual thinking (geneses: visual) to deductive
thinking (geneses: instrumental and/or verbal) in Euclidean geometry. The role of the
instrument, or manipulable is shown to have an important role in attention focussing
with a person's SGW.

Outline of the rest of the paper

There follows two sections introducing the ideas used in the rest of the paper:
one that explains how the SWG construct is used in this paper and one on
neuroscience applied to education. Then data from students working on a geometric
problem are presented and analysed. This is followed by an application of the theory
and analysis to teaching geometry and a conclusion.

WHAT IS A SPACE FOR GEOMETRIC WORK (SGW)?

This section collates the ideas of SWG that will be used below to argue for
conceptualising ‘points of affect” within the construct of Space of Geometric Work.
This notion of ‘points of affect’ will be applied to transition from GI to GII® for an
individual’s geometrical problem solving experience. The individual’s SWG can be
thought of as a construct to draw attention to a current way of working geometrically
for that person.

Outline

This notion was introduced to help organise thinking about the many practices
that go on in a geometry problem-solving or learning situation. Gémez-Chacén and
Kuzniak, represent the SGW construct in a diagram (Gomez-Chacén and Kuzniak,
2013:3) in which there are two (horizontal) layers of geometrical work: personal
environment (lower layer) and personal cognition (upper layer); personal
environment and personal cognition are connected by that which is, respectively,

®N.B. Use of the terms GI and GII in this paper follows the use in Gomez-Chancon & Kusniak (2013) where Geometry
II (GII) is characterised as “natural axiomatic geometry”. This use of GI and GII differs in meaning from Kusniak and
Rauscher 2011°s “Established Geometry I and Established Geometry II” (ibid. p135).
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seen, manipulated and languaged. These connections are called ‘geneses’, and
respectively named “Figural, Instrumental and Discursive”; they are represented as
(vertical) conduits connecting personal environment with personal cognition.
Furthermore, these horizontal layers of the formal diagram are structured: personal
cognition in the “cognitive plane” consists of “visualization”, “construction” and
“proving”. And personal environment in the “epistemological plane™ consists of
“real space”, “artefacts” and ‘“reference”. The threads, Figural, Instrumental and
Discursive, join Real Space with Visualisation, Artefacts with Construction and
Reference with Proving. This diagram is, of course, a schema with which to engage,
as learner, teacher or researcher, and itself is a tool for helping to think about
geometry learning and teaching and this paper hopes to contribute to this schema’s
development by conceptualising ‘points of affect’ affecting ‘vertical’ connections
between personal and public.

How does emotion or feeling change a person’s thinking from GI to GII? Why
the SWG is a useful frame in which to position this question is that connections
between the public and personal are conceptualised as initiating or informing
conduits (“geneses”). These initiating or informing conduits can be, metaphorically,
fused (or severed) by affect. In particular, a ‘point of affect’” occurs when the
geometrical problem-solver experiences facilitation or impediment of one or more of
the figural, instrumental or discursive linking of the personal cognitive and public
component planes. To exemplify, ‘points of affect’ are experienced by learners when
stress impedes visual working memory (Shackman et al. 2006) or, like Lech quoted
above, the “lightbulb” is an emotional moment of experienced intellectual clarity.
Further exemplification and conceptual development will be given by studying case
study students’ reasoning development and my report of changes in teaching practice.

CAN NEUROSCIENCE INFORM EDUCATION?
SOME BACKGROUND

There are many advocates of integrating neuroscientific understandings into
education practices. For example, The Royal Society (2011) argues that
understanding the way the brain works should contribute to understanding how
learning takes place thus should be included in teacher education. Dubinsky, Roehrig
and Varma (2013) take this further, specifying explicit “neuroscience learning
concepts ... [for example] Mastery involves changing the brain system used for
executing a task from deliberative to automatic through rehearsal, application, and
self-evaluation” (ibid. p319). While that particular ‘learning concept’ does not seem
to require brain science for its validation, there is evidence that better understanding
of brain functions coming from neuroscience has contributed to advances in teaching

7 Note that ‘epistemology’ in English and ‘épistémologie’ in French have different meanings

http://meta.wikimedia.org/wiki/Interwiki synchronization/Epistemology accessed 20/6/2014.
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children with dyslexia to read (Diaz et al. 2012). However, cautions about over-
enthusiastic application of neuroscience to education include those from
neuroscientists. For instance, Blakemore and Frith (2005) in their introduction to
educationally relevant neuroscience book observe that “much of the research is not
yet ready for implications to be drawn” (ibid. p15). Nevertheless, Willingham and
Lloyd (2007) argue that well-established results from neuroscience can offer a guide
for cognitive theories that underpin educational practice. They cite as example a hot
debate in the 1970s between those who claimed memory used visual as well as
linguistic representation and those who claimed that all memories were in some sense
linguistic representations. Brain location studies a decade or so later showed
“decisively” (Willingham & Lloyd, op. cit. p144) that the visual and linguistic parts
of the brain were used for memory. Willingham and Lloyd also report that “visual
processing operates differently if one is naming objects versus simply observing
them” (pl45) and that visual acuity is thwarted by distraction from producing
language.

There are many pedlars around the field of neuroscience wanting to sell to
education and it behoves us to be wary. I shall turn to a path opened for me by
affective neuroscientists, explain what I have learnt from their work and apply it: (1)
to explain data that I have collected from teaching and from learning geometry; (2) to
theorising points of affect within ETG/SWG.

EXAMPLE OF POTENTIAL APPLICATION TO EDUCATION:
NEUROSCIENCE OF ATTENTION

The neuroscience of attention is concerned with location of brain activity
relative to the subject’s attention. While neuroscientific results cannot be directly
employed in teaching, new results that can be a source of inspiration for how
students’ experiences can be enhanced.

Outline of background theory of sensory processing from neuroscience of
attention

Two sensory processing pathways exist in primate brains which are correlated
with different forms of attention referred to as ‘top-down’ (focussed) and ‘bottom-up’
(receptive). These processing pathways are physical neural circuits located,
respectively, in the dorsal and ventral regions of the brain (e.g., Austin, 2009: 31 &
57, Kravitz et al. 2011) and their activity can be tracked and recorded by brain scans.
Top-down, focussed attention is experienced by humans when using tools like
hammers; when hammering a nail we have to attend to where the hammer and nail
are quite precisely. Top-down attention is also experienced when we are care-giving,
say, trying to feed a poorly baby while attending to the infant’s reactions closely.
Complimentarily, ‘bottom-up attention’ is experienced when we are receptive to
wider aspects of our environment through sight or sound inputs that alert us to
pleasure (sound of friends’ voices), warn us of danger (ferocious animal seen

ETM4 | 151



approaching!) or prompt a new behaviour (sun rises).

These evolved dispositions facilitate humans experiencing these two forms of
attention in other situations. Top-down attention is appropriate for geometrical
problem-solving: our diagrams, rulers, compasses, DGS, models etc. are attended to
with coordinated near-to-me vision, touch and proprioception via this ‘top-down’
sensory processing. Bottom-up attention is appropriate for teaching: in the context of
a (mathematics) classroom, the teacher is receptively aware of the atmosphere of the
classroom, the feedback from students and to what is happening generally through
the processing of sounds and signs coming from the environment.

Proprioception

The use of manipulatives in mathematics education is part of a long tradition
. educators have observed that numerous students get engaged with materials that
they manipulate with their hands and move them physically around, with an intensity
and insight that do not seem to be present when they just observe a visual display on
a blackboard, a screen, or a textbook. While one should not expect that students'
experimentation with manipulatives and devices would automatically cause them to
learn mathematics, there must be something valuable that sustains their use even at
the present age when it is simple to simulate them on a computer.

Introduction to the special issue on ‘bodily activity and imagination” of
Educational Studies in Mathematics Nemirovsky and Borba (2004: 301)

An explanation for why engagement is stimulated with manipulatives can be
made using the theory of sensory processing outlined above. If I am processing
information in a top-down “where is it?” attitude (Austin, op.cit. p63) the senses
available are proprioception (taking in current location, posture and surroundings) as
well as sight, touch and smell. Manipulatives are excellent stimuli to aide the student
in keeping his/her focus as the watching, touching and sensing position are integrated
in this top-down processing stream. Proprioception has an important function in
developing imagination (Moore & Baressi, 2013: 291) and humans have evolved to
use fingers to represent ideas and to communicate through gesture as well as
manipulation of materials.

CONSTRUING/INTERPRETING DATA IN THE LIGHT OF AWARENESS
OF NEUROSCIENCE OF ATTENTION WITHIN THE SPACE FOR
GEOMETRIC WORK CONSTRUCT

This section starts with two observations. Firstly, in presenting data in the form
of a transcribed audio interview illustrated with fieldnotes, I would like to point out
that my awareness of the neuroscience of attention influenced the choice and
presentation of the task, the extra tools (e.g., DGS, scissors) and the language used in
the interview, as well as what I wrote down at the time. Secondly, although, in
analysing the interview with respect to the SGW construct, the evidence of emotion
at conceptual breakthough, is independent of the construct.
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Hence, the SGW construct can be enhanced by incorporating consideration of
affect. In particular, what I have called ‘points of affect’ are points, or discontinuities,
where something new, or re-newed, happens for that person working on a geometry
problem. These points of affect are “genetic” in the sense of the SGW model.

METHODOLOGICAL REMARKS

Justifying appropriateness of case study work is a standard challenge in
qualitative research. Hodkinson and Hodkinson (2001) set out six strengths and eight
weaknesses of case studies® The particular issue that geometric work involves that I
am exploring is how reasoning changes (from GI to GII style). This is a “lived
reality” that is of the “unexpected and unusual” variety and not “generalisable in the
conventional sense” (quotations from endnote number iv).

Data presented come from interactions with Masters students or teachers on in-
service courses. In this section, a fairly long extract from Lech is presented and
analysed. Then Lech’s reaction is compared with that of another participant, Su.
Sections of Su’s transcript have not been presented like that of Lech’s, instead brief
comments from Su are used for the comparison.

The geometrical problem Fig 2. (Kiichemann & Rodd 2012) was given to the
participants individually.

Fig. 2. Triangle, two medians and triangles formed with medians’ point of intersection
and half edges.

¥ The Strengths of Case Studies: They can help us understand complex inter-relationships; Case Studies are grounded in
“lived reality”; Case studies facilitate the exploration of the unexpected and unusual; Multiple case studies can enable
research to focus on the significance of the idiosyncratic; Case studies can show the processes involved in causal
relationships; Case studies can facilitate rich conceptual/theoretical development. Limitations of Case Studies: There is
too much data for easy analysis; Very expensive, if attempted on a large scale; The complexity examined is difficult to
represent simply; They do not lend themselves to numerical representation; They are not generalisable in the
conventional sense; They are strongest when researcher expertise and intuition are maximised, but this raises doubts
about their “objectivity”; They are easy to dismiss, by those who do not like the messages that they contain; They

cannot answer a large number of relevant and appropriate research questions (Hodkinson & Hodkinson 2001).
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LECH’S GEOMETRICAL WORK SPACE

Lech is a part-time Masters student and a school teacher at a Special school for
boys with emotional and behavioural difficulties. Originally trained in Physical
Education in the EU outside the UK, he is now teaching mathematics and science.
Lech was invited to investigate geometrical relationships given the visual prompt of
Fig.2. Extracts from the interview with Lech are indexed in the table by the time from
the beginning of the recording in mins.secs; my words are in italics.

8.15

13.47

14:30

14.52

15.03

17.24

17.40
18.42
19.02
19.34
19.46
20.21
20.53

23.30

26.40

28.19

28.56

29.14
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Those blue triangles also make me think ‘is there something to do with the
area?’ but then if it is area I would have to. Pause

So Pause could they have the same area? ...Pause. (A Geogebra file is
brought up on the computer in front of Lech. He drags point A, making the
triangle look isosceles.)

Pause. Oh yes they are! Pause ok, must be something with triangles it must
be something with the properties of triangles.

When you moved the mouse and you went ‘ah yes!” (Lech laughs) how did
you see it just at that moment?

I could move them I could make them look congruent. ...So it doesn’t
matter how I manipulate them the area will still be the same because it is
the same area, whatever transformation you go through except for
enlargement.

I have to have more information about properties of triangles to be able to, I
dunno, I’ve got the feeling that I am right, but I cannot put it into words, I
cannot Pause prove it

(Lech laughs) sounds of cutting (triangle on worksheet cut up)

Oh! (Sounds of moving cut out pieces around) This is height?

(Sounds of L drumming fingers on table)

Pause. Does mean, the areas are the same (upward inflection suggesting
‘result’ but softly not triumphant)

So ok those areas are the same. ... Cut this one out. Ah! (sounds of cutting).
So? Pause I am lost. Pause, Sigh. Pause.

If I cut, AAH! OK! So that means that those two are the same. Those two
are the same, and if I cut through here, those two are the same ...

I know they are the same area but I’'m not seeing them as the same area
(Softly) This area is the same as that area and this area is the same as that
area (Loudly) I know just one step away ....

Oh Oh I think I know it .... I can see it now but I don’t know how to
explain it. I bet you do ...

May be I can do it the other way round (Sounds of moving cut out pieces
around)

I jumped in my mind I jumped I’'m trying to find which way lead me to it.
Pause.

Something to do with this half and this is half so those are two halves ...
this triangle is the same as that triangle Pause. OOH and I know that those
two are half of that, the same as that and this is the same as that, so those
two have to be the same!



29.50 Feels good (laughs and rubs hands vigorously!) I needed a lot of
manipulation I would not have been able to see it in my head without
having those triangles on the table.

34.00 Now it is enough for me to look at those (points to pieces of cut out
triangles).

34.11 Look how confident you are! Something’s changed. And it was just in a
split second.

34.40 It does not matter what tool you use, it is emotional.

Commentary and interpretation

Lech took a while looking at Fig. 3 on the worksheet then was offered a
Dynamic Geometry Software (‘DGS’) representation (using Geogebra). After
manipulating the figure to an isosceles triangle (AB=AC) he refers says (14.30) “Oh
yes they are!”, referring to the areas of the blue-green triangles. This is a ‘point of
affect’, he is gazing at the screen and smiling. Lech then turns back to the paper
representation and says that he does not know why they should be equal. (Notice that
he has, at this stage, incorrectly generalised from the isosceles triangle situation!) He
works in various ways before cutting two copies of the triangle in half in different
ways (cut through BE to get two halves BEC and BEA and through CD to get CDB
and CDA). He spends over 11 minutes (17.40-28.56) moving the four triangle halves
around. His gaze is on his hands, his utterances are not in full sentences but repeats
‘this is the same as that’ frequently. Then, he refers to ‘half of” (29.14) and thence to
“OO0H I know” — another point of affect - and his explanation which was delivered by
pointing to parts of the cut out triangles.

Lech’s attention was downward towards his hands cutting and moving the
tangible triangle in two different ways and he reported that he had an internal
‘conversation’ that kept him focussed. This suggests that, in terms of attention, his
attention was top-down and that attention was sustained, at least in part, by the
availability of the manipulables as well as his internal narration. My belief, based on
new lenses (neuroscience of attention) and experienced eyes (from established
practice of mathematics teaching), is that the proprioceptive, attention focussing
actions facilitated his transferring his reasoning from GI to GII. One’ might ask ‘what
evidence is there that Lech’s reasoning was of GII type at the end of the teaching
episode?’* There is evidence from the transcript and field notes that Lech gave a
deductive argument based on premises (e.g., (1) triangles were Euclidean, and (2)
midpoints of line segments were given). These premises were abstracted from
perception, clarified and made significant to him through discussion. However, no
‘writing up’ was done; does this matter? Not to me at the time, as I understood how
his actions (moving the halves of the triangle) together with his verbal
communication constituted a logical argument. The further point that the question*
raises is ‘to what extent is deduction now Lech’s way of being convinced?” This was

9 : .
One reviewer asked such a question!
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a question I addressed more fully in a previous project (Rodd 2000); I have not yet
collected sufficient evidence to be sure of an affirmative answer to this second
question in Lech’s case.

SU’S GEOMETRICAL WORK SPACE

While Lech enjoyed the ‘lightbulb’ moment when he solved this problem,
another participant, Su (pseudonym), did not! Su was trained as a primary
mathematics specialist in her home country in East Asia and she has been living in
the London area for several years; at the time of the interview she was a full-time
Masters student. Su took about the same length of time to solve the problem (about
20 minutes) and also cut up copies of the triangle to manipulate. She showed that the
triangles were of equal area, using half triangles like Lech did. When asked how she
felt when she got the problem, Su reported experiencing strong emotion: “stupid! I
should notice it!” (in a shorter time) despite having been in a good humour — chatting
pleasantly, saying that she liked the problem — during the solving process. When
asked how did you see it (areas equal)? Su said “manipulation”. When asked why are
you sure? she repeated the word “reasoning” several times several times while
showing manipulation of the cut out triangles. Her actions suggest her transition from
GI to GII for this stimulus.

During the interview Su remarked that the use of colour on the worksheet
affected her attention “I was obsessed with the colour”. And though Su was in a good
mood during the interview, she was irritated with herself when she saw how simple
the problem was and attributes her lack of quick problem solving to a pleasant
relaxation: “Maybe I was distracted by cutting which I enjoyed, I didn’t recognise
what I did. We love manipulations, in [my home country] geometry is kind of rest
time.”

A conjecture, given the neuroscience of attention: Su was insufficiently top-
down focussed during the start of her working on the problem of Fig. 2. (suggested
by her good humoured chat as well as her remarks concerning colour). Despite what
Su says about cutting distracting her, she did use the manipulables to facilitate her
proprioceptive attention and to get the solution. Whereas the use of colour in the
visual prompt had put her on the wrong track. In her Space for Geometric Work,
colour on the Artefact (worksheet) disturbed her (upward) progression to proving
(discursively), whereas the Artefact de-constructed (cut up) afforded a tool
(instrument) for her to construct and thence to prove. While it is true that positive
emotion is often experienced at an instance of understanding, it can also be the case
that a dull affective state is correlated with insufficiently focused attention, as in Su’s
case.

APPLICATION: IN PRACTICE, TEACHING GEOMETRY

This section reports on two teaching scenarios, one developing an individual’s
SGW, the other one, a class in which Instrumental linking of Artefacts and
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Construction were deliberately planned for and instigated an unexpected point of
affect. In this section, unlike the previous one, the subject is the teacher and data
come from my recent teaching. In the first case, teaching one-to-one, I audio recorded
the session; in the class situation, I relied on reflections noted during and after the
lesson. The aim of this section is to illustrate how my recently gained awareness of
the neuroscience of top-down vs. bottom-up attention processing, together with my
on-going belief in the importance of affect have influenced how I have taught for
transition from GI to GII.

TEACHING FOR TRANSITION GI TO GII: INCORPORATING POINTS OF
AFFECT

In the box is part of a transcript of a dialogue of me working one-to-one with a
student who is working on the geometry problem represented in FIG.3 (my words are
in italics and ‘...” indicates a cut). The tools involved in this task were the nearby
visual stimulus on the worksheet and the student’s finger manipulation.

Fig. 3. Rectangle, diagonal, two perpendicular segments parallel to respective sides of
original rectangle and coloured constructed rectangles.

What do you see?

Pause

I see a rectangle

Put your finger round the rectangle

The big rectangle which is divided into four sections large and three smaller rectangles
and diagonal, I see two yellow rectangles with question marks on them and
I’m thinking something to do with perfect numbers? Pause something to do
with areas?

(This right handed student’s right hand fingers remain on the worksheet, moving slightly
back and forth within the (big) rectangle.)

Keep thinking areas

So the area of the two yellow relates somehow to the biggest rectangle. And I am
thinking: is the area of the two yellow rectangles the same? and it looks like

ETM4 | 157



itis

It looks like it is

Pause ....

Explain that to me again, using your fingers maybe ...

Pause

Why’s that diagonal here? Pause so those big triangles have to be equal, the areas have to
be equal, now this triangle and this triangle are Pause congruent so the areas
are the same. Those two little white triangles are congruent, so what’s left
of this triangle Ah I’ve got it! so what’s left of this triangle has to be equal
with what’s left of this triangle here ...

You’ve a way of explaining it by subtraction...do they look like they have the same area?

They don’t look like it, Pause because they’re a different shape, they’ve different
dimensions, but once you’ve subtracted all the other shapes they have to be.

And have you proved it?

If you cut those shapes, cut them out you can prove it, as there are two pairs of triangles
which are congruent.

You moved from visual to logical.

Remarks

The awareness coming from my recent enthusiasms with neuroscience
positioned me to encourage proprioception (use your fingers). To encourage
transition from GI to GII the student is prompted to reason rather than see (logical not
visual). An outline of an acceptable proof is spoken by the student and the student’s
achievement is reinforced verbally while the student was in a satisfied and receptive
state of mind. While it may be true that a sound GII proof was not written down, the
issue was that Lech’s belief system had changed so that he now needed a GII type
proof (even if he could not always achieve it himself). This change of belief is in the
affect domain.

TEACHING FOR TRANSITION FROM ARTEFACT TO CONSTRUCTION

In this section I describe a teaching scenario which involved tool use of the
proprioceptive (rather than linguistic) variety and deliberately included opportunities
for bottom-up as well as top-down processing. The class taught consisted of 12
qualified teachers on day 9 of a 20 day in-service course that is designed to prepare
them to contribute to teaching mathematics in the high schools or colleges where they
are employed within greater London. Almost all of them have been educated outwith
the UK and they teach a range of subjects from literacy to electronics.

I am one of two university tutors who teach them and, in the lesson reported on
below, I am teaching geometry, following a session in which they have been working
on graphs using Geogebra. In this whole class situation, learning was designed to
take place both in a top-down manner, with proprioceptively experienced tools, but
also in a bottom-up manner, within an interactive lecture format: To begin the
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geometry session they are asked to come to sit at the central table, away from their
computers with Geogebra open, and I give a brief introduction to Euclid’s historical
context and his geometrical system, then the Euclidean tools of rulers and compasses
are distributed. As their introduction to Euclidean geometry - which almost all of
them had never studied as a deductive system before — they are asked to construct an
equilateral triangle (as in Euclid’s system) and then a square.

What happened

This post-lesson commentary was written using reflective notes.

After giving out the rulers and compasses, gazes went down, hands
manipulated the tools and chatter decreased.

For most of them this was the first time they had been asked to use compasses
to make a structure (equilateral triangle) that had properties by virtue of the
constructing tools, rather than the marks made by the tools.

Several had practical difficulties with manipulating their compasses.

I then used Geogebra’s basic geometry to do the equilateral triangle
construction on the screen and drag it about. And here there were several gasps when
what they had done on paper was animated.

This was my opportunity for didactic exposition concerning the purpose of
dynamic geometry software (DGS): it is a digital representation of the Euclidean tool.

Remarks and observations

That their use of compasses was not perfect; there is a point of affect here in
the struggle to make an acceptable, decent circle, procioceptive sensing is
concentrated, the attention is ‘top down’ and the desire/aim/intention is both mental
and physical. The tools was integral to formation of the concept of Euclidean circle —
they all knew perceptual circles.

Inasmuch as the procioceptive concentration is physical and also intentional
there is in this act of non-fluent tool use (having difficulty with the compasses)
potential to transition from GI to GII. If drawing a circle with compasses is very easy
to do there is not the attention focus and limited affective engagement. The too
familiar does not stimulate affect and concentrated eye-hand activity stills chatter
(Austin, 2009; 63).

It was an important teaching point for me to get them to grasp the abstractness
of GII. I assessed that for at least some of the participating teachers, they did get that
GII was reasoning based. In other words, their SGW had a strengthened connection
between Construction and Proving. The ‘explanation’ that Geogebra does digitally
what the compasses do in your hand prompted them towards understanding that the
software was not only to explore shapes, GI style, but also was a means to work in
GII.
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CONCLUSIONS

Transitional thinking, such as GI to GII, is a cognitive achievement yet
affective or emotional energy that is needed for such change (Damasio, 2003).
Hence, conceptualising a person’ Space for Geometric Work requires inclusion of
affect. In this paper I have exemplified points of affect around transitions and
suggested how awareness of affect within SGW might be used in teaching through
integrating understandings of attention processing. This paper has not conceptualised
lack of transition from GI to GII so much as a block, but as a yet-to-be-developed
aspect of the person’s SGW. Indeed, strong negative emotions (e.g., fear, panic,
grief) can stimulate defence mechanisms that can manifest as the student losing
interest, strong positive emotions (e.g. relief, delight, happiness) also mark cognitive
achievements from sustained engagement on a task. Although not the focus of this
paper, positive affect can of course be experienced as a consequence of cognitive
achievement even in circumstances when that cognitive goal was achieved in a state
of negative affect (‘I am happy I have done it, but I hated doing it’).

This discussion is centred on Euclidean geometry. This geometry has good
approximate representation on paper, slates and the space we walk about in. But the
issue of top-down attention and the centrality of proprioception is not just for
Euclidean geometry: For example, in 2-dimensional spherical geometry, a key
learning tool is a hand-held write-on ball. These geometry-specific tools (rulers and
compasses, hand-held spheres) are top-down attention focusers for the respective
geometry. In the schema of the SGW, they are part of Real Space and they are
Artefacts and they are Reference. What is more the conduits (Geneses) from the
personal environment (Epistemological plane) to the personal cognition (Cognitive
plane) are intertwined. And at ‘points of affect’ there is a metaphorical fusing that
allows Proving, Visualisation and Construction to all come together in the Cognitive
plane. This ‘fusing’ can feel strong and pleasant which bodes well for retaining it in
memory. The important news from neuroscience is that top-down processing
integrates the near-to-me senses and, in particular, fingers are used to represent ideas
in the imagination. So the coming together in the Cognitive plane is reinforced by
further interaction with Real Space objects, Artefacts and discussion of the Reference
terms in natural language. Such symbiosis reinforces the material and the affect
stimulated by proprioceptive activity directs attention to the geometrical environment
and enhances the individual’s Space for Geometric Work. A challenge for further
work in this area is to keep the different theoretical lenses simultaneously in focus on
these points of affect.
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REPRESENTATIONAL FLEXIBILITY PROFILES IN FRACTION
AND DECIMAL NUMBER ADDITION

Athanasios Gagatsis, University of Cyprus
Eleni Deliyianni, Cyprus Pedagogical Institute
[liada Elia, University of Cyprus

The study focuses on the cognitive level of Mathematical Working Space (MWS) and
the component of the epistemological level related to semiotic representations in two
mathematical domains of rational numbers: fraction and decimal number addition.
Within this scope, it aims to explore how representational flexibility develops over
time. A similar developmental pattern of four distinct hierarchical levels of students’
representational flexibility in both domains is identified. The results suggest that
there is not a clear and stable correspondence between developmental levels of
representational flexibility and school grades. Didactical implications are discussed.

INTRODUCTION

Mathematical work is the result of a continuous process of genesis that allows
an inner joint at epistemological and cognitive level and articulation of these two
levels. Representations are a basic component of any epistemological plane related to
a particular mathematical field, while the cognitive level is influenced by the
importance we grant to representations in the development of mathematical work
(Kuzniak, 2011).

A number of studies (e.g. Lamon, 2001) stress the necessity of using a variety
of representations in supporting and assessing students’ constructions of fractions and
decimal numbers. In this study, we concentrate on the cognitive processes undertaken
when students dealing with fraction and decimal number addition tasks that demand
transformation of representations: recognitions, treatments and conversions.
Recognizing the same mathematical concept in multiple representations is considered
essential for the acquisition of the concept (Lesh, Post, & Behr, 1987). Treatments
and conversions are transformations of representations that (a) occur within the same
system of representation and (b) consist of changing a system of representation
without changing the objects being denoted, respectively (Duval, 2006). The
conversion involves the construction of the target representation standing for the
same object that is denoted in the initial representation, while recognition does not.
Representational transformations can be seen as indications of the existence of
representational flexibility in a mathematical domain (Gagatsis, Deliyianni, Elia, &
Panaoura, 2011).

The study aims to explore how representational flexibility develops over time.
Further knowledge about a possible developmental trend in students’ representational
flexibility in fraction and decimal number addition can provide improved clarity
about students’ individual differences in flexible mathematical thinking. Knowledge
of this developmental progression may contribute to the designing of learning
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activities that stimulate the cognitive processes which move students through levels
of flexible thinking in the particular domain. The importance of this study is even
more underlined taking into account that the curriculum devotes a lot of time to work
with fractions and decimals, but both teachers and students find the ideas and skills
related with these numbers difficult (Barnett-Clarke, Fisher, Marks, & Ross, 2010).
In this study, we take into consideration the theoretical and research work
related with the role of representations in the learning of mathematical concepts and
MWS. In particular, an analysis of the students’ cognitive processes is undertaken
considering that the mathematical work in a school can be described in three different
levels: personal, reference and appropriate MWS. Mathematics aimed at by the
institutions 1s described in the reference MWS. This should be arranged by the
teacher in an appropriate MWS, in order to allow effective implementation in the
classroom where each student works within his personal MWS (Kuzniak, 2012).

METHOD

The study is conducted among 1701 students, aged 10 to 14, of primary and
secondary schools in Cyprus (414 in Grade 5, 415 in Grade 6, 406 in Grade 7, 466 in
Grade 8). The test which is constructed consists of 37 tasks which differed in terms
of: (a) the types of representation transformation, (b) the modes of representation and
(c) the rational number concept. The conceptualization of the various processes that
are involved in the tasks appear in Appendix.

RESULTS

To identify students’ response profiles for representational flexibility in
fraction and decimal number addition, Ward’s method of hierarchical clustering was
applied. The z-scores of the factors composing representational flexibility, based on
the elaborated structural models presented in previous research studies (Deliyiani,
Elia, Panaoura, & Gagatsis, 2009; Gagatsis & Deliyianni, 2009), were used as
variables for clustering.

Four clusters were identified in the two mathematical concepts. The
representational flexibility scores of the students in Clusters 1, 2, 3 and 4 are 0.25,
0.43,0.55 and 0.79, respectively in fraction addition. In decimal number addition, the
scores in Clusters 1,2, 3 and 4 are 0.34, 0.46, 0.66 and 0.75, respectively. Analysis of
variance (ANOVA) with representational flexibility score as the dependent variable
and cluster as the independent variable showed that the differences in the
representational flexibility scores among the four clusters were significant both in
fraction [F (3, 1697) =1009.46, p<0.01] and decimal number addition [F (3, 1697)
=1274.21, p<0.01]. This suggests that there is a developmental pattern relative to
representational flexibility in fraction and decimal number addition and that the four
clusters may correspond to four distinct hierarchical levels of flexibility. Table 1 and
2 present the mean scores and standard deviations on the representational flexibility
components by cluster in fraction and decimal number addition, respectively. More
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specific information about the clusters’ characteristics is provided in Table 3 and 4,
which show the success percentages per representational flexibility task for the four
clusters separately in fraction and decimal number addition, respectively. This
information allows us to indicate differences between diagrammatic representations
(number line, bi-dimensional diagrams) and the complexity of fraction and decimal
number addition (same/different denominators, same/different number of decimal
digits).

Dimensions Cluster 1 Cluster 2 Cluster 3 Cluster 4
Mean SD Mean SD Mean SD Mean SD
F1: Same denominator 037 0.30 044 031 0.52 0.32 0.71 0.27

fraction-addition

recognition tasks

F2: Different 020 0.31 004 0.11 0.77 0.16 083 0.17
denominator fraction-

addition recognition

tasks
F3: Treatment tasks 024 0.16 087 020 0.87 0.23 0.91 0.20
F4: Conversion tasks 027 0.25 047 035 0.30 0.26 090 0.16

from a symbolic

representation to a

diagram

F5: Conversion tasks 0.14 024 029 032 0.33 0.32 062 035
from a

diagram to a symbolic

representation

N 249 331 538 583

Table 1: Mean Scores and Standard Deviations in Representational Flexibility
Components by Cluster in Fraction Addition

The students in Cluster 1 for fraction addition show low performance in
solving all types of representational flexibility tasks. From Table 3 it is evident that
these students encounter greater difficulties in adding fractions with different
denominators than with the same denominators irrespectively of the representational
transformation required (recognition, treatment or conversion). To sum up, the
students of Cluster 1 cannot respond adequately to any type of representational
transformation and this poor performance is influenced by the complexity of fraction
addition, that 1s, whether the addends had the same or different denominators. These
characteristics led us to conclude that they belong to the lowest developmental level
of representational flexibility, Level 1.
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Dimensions Cluster 1 Cluster 2 Cluster 3 Cluster 4
Mean SD Mean SD Mean SD Mean SD

F1: Recognition tasks 050 0.28 054 024 076  0.23 0.78 0.19
with the same number of
decimal digits
F2: Recognition tasks 0.05 0.16 0.67 0.12 0.06  0.13 073 0.17
with different number of
decimal digits
F3: Treatment tasks 065 0.29 0.67 023 0.93 0.23 093 0.12
F4: Conversion tasks 036 0.28 031 025 0.74 0.29 0.69 0.29
from a symbolic
representation to a
diagram
F5: Conversion tasks 0.14 0.11 0.11 0.18 0.80 0.18 0.61 032
from a
diagram to a symbolic
representation
N 530 470 179 522

Table 2: Mean Scores and Standard Deviations in Representational Flexibility
Components by Cluster in Decimals Addition

Students who belong in Cluster 1 for decimal numbers exhibit low
performance in conversion tasks and tasks that involve recognition of decimal
number addition with different number of decimal digits. However, they demonstrate
moderate performance in treatment tasks. This characteristic may related with
decimal number similarities in notation with whole numbers. Their performance is
also moderate in recognition tasks that involve recognition of decimal number
addition with similar digits. According to Table 4, the students in Cluster 1 encounter
greater difficulties in adding decimals with different number of decimal digits than
with the similar digits irrespectively of the representational transformation required.
They have also difficulties in treatment tasks Trd13 and Trd14 in which decimal
digits are different between the addends and the sum. Their performance in tasks that
demand understanding of the notion of equivalence in order to be solved is low even
in adding decimals with similar digits (e.g. Cod17, Cod20). According to the results,
the students in Cluster 1 have lower performance in conversion tasks from a
diagrammatic to a symbolic representation in relation with the corresponding
conversion tasks from a symbolic to a diagrammatic representation (Cod16- Cod18,
Cod17-Cod20, and Cod15-Cod19).

Representational flexibility mean scores of students in Cluster 2 for fraction
addition are higher than the scores of students in Cluster 1. The students in Cluster 2
demonstrate high performance in the symbolic treatment tasks. Similarly to Cluster 1,
the students in Cluster 2 perform much better in the same denominator fraction
addition recognition tasks relatively to the recognition of different denominator
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fraction additions. They exhibit moderate performance in the conversion tasks from a
symbolic to a diagrammatic representation. However, their performance in the
conversions from a diagrammatic to symbolic representation is lower.

Thus, two major dissociations appear in the performance of the students in
Cluster 2 for fraction addition. First, although the students fluently calculate the sum
of fractions with different denominators (treatment), they are not competent in
recognizing whether a circle, a rectangle or a number line model represented a given
symbolic expression of fraction addition with different denominators. They also have
great difficulties in converting fraction additions with different denominators from
and towards symbolic expressions. These results suggest that, on the one hand,
Cluster 2 students are able to apply an algorithmic procedure within the symbolic
representation to add fractions with different denominators. On the other hand, their
poor performance in the recognition and conversion tasks of fraction addition with
different denominators indicate deficiencies in the understanding of essential
concepts in this type of fraction addition, that is, fraction equivalence and part-whole
relations. Cluster 2 students’ weakness in fraction equivalence is further supported by
their low performance in solving correctly the same denominator fraction addition
recognition task in which the number of subdivisions on the number line was double
the denominators of the symbolic expression (task Ref4).

Factor Tasks Total Cluster 1 Cluster 2 Cluster 3 Cluster 4
(%) (%) (%) (%) (%)
F1 Refl 614 354 48.6 55.6 84.9
Ref2 58.8 422 498 584 71.5
Ref3 69.7 56.2 61.9 68.4 81.0
Ref4 31.2 13.3 19.3 26.6 499
F2 Ref5 45.6 13.7 4.5 58.6 70.5
Ref6 555 21.3 7.6 732 81.0
Ref7 684 249 0.6 98.0 98.3
F3 Trf8 89.9 65.5 94.9 94.1 938
Trf9 76.7 4.0 88.8 85.5 92.8
TrSd10 71.0 1.2 77.9 81.0 87.7
F4 Cofll 67.0 50.6 644 437 96.9
Cof12 52.3 26.1 492 26.8 88.7
Cofl13 413 2.8 28.1 19.3 85.6
F5 Cof14 35.7 11.6 254 27.0 60.0
Cofl5 52.1 249 42.0 472 739
Cofl6 30.7 8.0 19.0 253 52.1
Cof17 30.5 6.4 20.5 234 52.8
N 1701 249 331 538 583

Table 3: Percentages of Success in Representational Flexibility Tasks by Cluster in
Fraction Addition

The second dissociation in the performance of Cluster 2 students is between
the conversions from a symbolic expression to a diagram and the conversions from a
diagram to a symbolic expression. In the former type of conversions they perform
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better relatively to the latter one. This inconsistency in performance indicates that
they do not sufficiently understand the common concept that both the symbolic
expression and the diagrammatic representation denoted. Although students of
Cluster 2 exhibit deficiencies in the recognition and conversion tasks, they succeed in
treatment tasks; therefore, they belong to a higher level than Level 1, namely, Level 2
of representational flexibility.

Factor Tasks Total Cluster 1 Cluster 2 Cluster 3 Cluster 4
(%) (%) (%) (%) (%)
F1 Redl1 554 47.5 51.3 754 60.2
Red2 61.8 475 498 74.9 82.8
Red3 64.8 50.2 59.6 77.7 79.5
Red4 68.5 542 61.5 81.0 85.2
Red5 442 355 315 60.9 58.8
Red6 73.1 62.3 69.6 85.5 83.0
F2 Red7 453 6.8 66.2 10.1 77.8
Red8 54.9 4.0 93.0 0.0 91.0
Red9 295 49 43.0 73 50.0
F3 Trd10 953 90.2 94.9 994 994
Trd11 92.1 84.2 91.3 97.8 98.9
Trd13 624 42.5 438 89.9 89.8
Trd14 754 632 64.7 91.5 91.8
Trd12 59.8 44.0 39.1 84.9 85.8
F4 Codl5 299 13.0 74 654 550
Cod16 74 4 67.2 64.3 86.0 87.0
Cod17 43.0 29.1 22.1 71.5 66.1
F5 Cod18 49.0 279 23.0 94 4 78.2
Cod19 30.7 9.6 7.2 74.9 58.2
Cod20 23.6 3.6 32 69.3 46.7
N 530 470 179 522 530

Table 4: Percentages of Success in Representational Flexibility Tasks by Cluster in
Decimal Number Addition

Students of Cluster 2 for decimal numbers exhibit the same deficiencies as
students of Cluster 1 for decimal numbers in treatment, recognition with the same
number of decimal digits and conversion tasks. However, due to their moderate
performance in recognition tasks with different number of decimal digits they belong
to a higher level of representational flexibility.

Students in Cluster 3 in fraction addition generally perform better than the
students in Clusters 1 and 2. These students exhibit high performance in the treatment
tasks) and the recognition tasks with different denominator fraction additions. They
attain moderate performance in the recognition tasks of fraction addition with the
same denominators. Their performance in the conversion tasks is low irrespectively
of the initial representation, symbolic or diagrammatic. This means that these
students face difficulties in producing a symbolic or diagrammatic representation of a
fraction addition given in diagrammatic or symbolic form respectively. The above
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characteristics suggest that students in Cluster 3 are in a higher developmental level
relatively to students in Cluster 2 who perform well only in the treatment tasks. Thus,
the students in Cluster 3 belong to the third level of the representational flexibility
hierarchy.

Students in Cluster 3 for decimal numbers exhibit high performance in the
treatment tasks, conversion from a symbolic to a diagrammatic expression and the
reverse and recognition tasks with the similar digits. However, they are not
competent in recognizing whether a circle, a rectangle or a number line model
represents a given symbolic expression of decimal number addition with different
number of decimal digits. Their performance in these tasks is similar with the
performance of students who belong in Cluster 1 for decimal numbers.

Cluster 4 in fraction addition involves high achievers in most of the tasks. Due
to their greater success in dealing with transformation tasks relatively to the students
of the previous clusters, these students belong to the highest developmental level of
representational flexibility that was identified in this study, Level 4. They
demonstrate high performance in recognition of fraction additions with the same
denominators and different denominators and treatment tasks. Nevertheless,
dissociation between the conversions from and towards symbolic expressions is
found in their performance. Even though they exhibit high performance in conversion
tasks from symbolic to diagrammatic representation, they perform moderately in the
conversion tasks from a diagram to a symbolic expression.

Cluster 4 in decimal numbers involves high achievers, as in the case of
fractions. The sharp dissociation though in their performance between the
conversions from and towards symbolic expressions was not found as in the case of
Cluster 4 in fraction addition.

According to the results in Tables 3 and 4, students in all clusters exhibit lower
performance in recognition and conversion fraction addition tasks with the same
denominators that involve number line in relation with them that involve bi-
dimensional diagrams. The same occurs in recognition and conversion tasks in
decimals.

Table 5 presents the frequency distribution of Grade 5 to 8 school students, at
the four developmental levels of representational flexibility in fraction and decimal
number addition. Chi-square test reveals that there are significant differences
between the four age groups regarding their distribution in the four representational
flexibility levels in fraction [(x* (9)=73.65, p<0.01].
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Levels Rational Grade 5 Grade 6 Grade 7 Grade 8
Number (2 73] 03] ()

Level 1 Fractions 58 47 99 45 249
(-0.3) (-1.8) (5.1 (-2.8)

Decimals 164 116 116 134 530
3.1) (-1.2) (-0.9) (-0.9)

Level 2 Fractions 105 75 68 83 331
2.7 (-0.6) (-1.2) (-0.8)

Decimals 116 96 143 115 522
0.2) (-1.7) (2.9) (-1.2)

Level 3 Fractions 148 141 105 144 538
(1.5) (0.9) (-2.1) (-0.3)

Decimals 47 46 32 54 179
(0.5) 04) (-1.6) 0.7)

Level 4 Fractions 103 152 134 194 583
(-3.3) (0.8) (-04) 2.7

Decimals 87 157 115 163 470
(-3.6) (2.6) (-0.9) (1.7)

N 414 415 406 466 1701

NOTES

1. Standardized residuals appear in parentheses below group frequencies

Table 5: Frequency Distribution of Hierarchical Levels by Grade in Fraction and
Decimal Number Addition

Delving further into the correspondence of the hierarchical levels with school
grades, standardized residuals are used to find out which ones have major influence
on the chi-square test statistic. In these cases the absolute value of the residual should
be greater than 2.00. According to this analysis, within the highest level of
representational flexibility, eighth graders possess the most significant proportion
among the students of all grades, while fifth graders are significantly
underrepresented. Within the third developmental level of representational flexibility
seventh graders are significantly underrepresented. The most significant proportion of
students in the second level of representational flexibility is possessed by the
youngest students of the study, the fifth graders. In the lowest level of the
representational flexibility, the majority of the students are seventh graders, whereas
eighth graders are significantly underrepresented.

Chi-square test reveals that there are significant differences between the four
age groups regarding their distribution in the four representational flexibility levels in
decimal number addition [(x* (9)=52.25, p<0.01], as well. According to standardized
residuals, within the highest level of representational flexibility in decimal number
addition, sixth graders possess the most significant proportion among the students of
all grades, while fifth graders are significantly underrepresented. Within the third
developmental level of representational flexibility all the grade are almost equally
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presented. The most significant proportion of students in the second level of
representational flexibility is possessed by the seventh graders. In the lowest level of
the representational flexibility, the majority of the students are the younger students,
the fifth graders.

The above results indicate that students of the same educational level moved to
higher levels of representational flexibility in fraction and decimal number addition
with school grade, that is, from fifth grade to sixth grade of primary school or from
seventh grade to eighth grade of secondary school, respectively. In decimal numbers
sixth graders’ representational flexibility is at a higher level compared to the
flexibility of the fifth graders and secondary school students. Furthermore, eighth
graders’ representational flexibility in fraction addition is at a higher level compared
to the flexibility of the students in primary school. This is not however the case for
seventh graders. Thus, students’ representational flexibility does not improve from
sixth grade to seventh grade, which is the transition period from one educational level
to the other.

DISCUSSION

A main contribution of the study is the identification of hierarchical levels in
representational flexibility in fraction and decimal number addition. Particularly, our
findings suggest that there are at least four developmental levels of the students. At
Level 1, students do not yet developed their representational transformation
competences in fraction addition. At Level 2 students develop the ability to carry out
treatments of fraction addition in the symbolic system of representation. At Level 3
students are able to carry out symbolic treatments, but also to recognize the
diagrammatic representations of fraction additions that are given in symbolic form.
At Level 4 students are able to handle symbolic treatments but also to carry out
transformations from symbolic representations of fraction addition to diagrams either
by recognizing the appropriate diagram(s) or by constructing them. They encounter
difficulties though in converting fraction additions from diagrammatic
representations towards symbolic expressions.

Similar results are indicated for decimal number addition. However,
differences are also revealed between the two mathematical domains of rational
numbers. An interesting phenomenon that is appeared by our findings in decimals
was the dissociation between the conversions from and towards symbolic expressions
in lower levels. This type of compartmentalized way of thinking is indicated though
even in the highest level of representational flexibility in fraction addition. The great
majority of the students, even the students belonging to the fourth developmental
level of representational flexibility, find the conversions of fraction additions from
diagrammatic representation to symbolic expression much more difficult than the
inverse conversions. Although the two types of conversion tasks refer to the same
concept, they yield either different types of difficulties or similar types of difficulties
but to a different extent, indicating that they require different or more complex types
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of cognitive processes. Changing representations in a mathematical domain is not a
reversible process; it can be transparent or congruent in one direction and not
transparent in the other (Duval, 2006). The conversion from a symbolic
representation to a diagram is a simple coding activity involving a term-by-term
translation of the symbolic expression. Thus, it can be characterized as a transparent
conversion. However, the conversion from a diagrammatic representation of a
fraction or a decimal number addition to symbolic expression is less transparent, as it
requires a global interpretation of the visual representation, its components and their
relations. Students’ training in mathematics teaching can further amplify this
discrepancy. A high level of representational flexibility in fraction addition, which,
according to our findings, does not been accomplished by the students of this study,
not even by the majority of the eighth graders, presupposes success in both types of
tasks, which is, moving back and forth from the symbolic to the diagrammatic
representation. Lack of this kind of flexibility among the students of this study
indicates that they do not sufficiently understand the common concept denoted by
both the symbolic expression and the diagrammatic representation (Duval, 2006).

Difficulties are also indicated in recognizing the diagrammatic representations
of decimal number additions with different number of decimal digits that are given in
symbolic form even in high level of representational flexibility (Level 3). However,
difficulties with different denominator fraction addition recognition are indicated
only in the lower levels of representational flexibility in fraction addition. This may
explained taking into account the fact that in recognizing the diagrammatic
representations of decimal number additions with different number of decimal digits,
the transitional step of converting each decimal number to fraction with fixed
denominator in order to be solved is required.

Based on these findings, there seems to be a regular and systematic increase in
the sophistication from one level to another. Thus, these hierarchical levels and
specifically the different competences that they encompass can be of practical use
because they may support the progressive organization of learning activities on
fraction and decimal number addition by difficulty level, which could help students
with various abilities develop their representational flexibility within the particular
domain. There is not thought a clear and stable correspondence between the
developmental levels of representational flexibility and school grades. Students
within the same educational level appear to move to higher levels of representational
flexibility with school grade, but there is a lack of improvement in the transition
period, from the last grade of primary school (Grade 6) to the first grade of secondary
school (Grade 7) in fraction and decimal number addition. These results move a step
forward Gagatsis & Deliyianni’s (2014) results, that indicated interesting variations
in students’ performance regarding conversion ability having diagrammatic and
symbolic representation as the source and target representation respectively, and vice
versa, and verbal and diagrammatic problem-solving ability across these age groups.
These findings revealed that the students’ performance improved within the same
educational level (primary school, secondary school). However, a hiatus in
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performance progress is indicated when the students move to secondary school.

In line with previous results (Gagatsis & Deliyianni, 2014), it seems that the
MWS of the primary school students (personal) and teachers (reference) are based on
the same paradigm regarding fraction and decimal number addition. Within the MWS
of both, students and teachers, the component of the epistemological level related to
semiotic representations is conceived and approached in the same way. The
mathematical work of both teachers and students is based on the use not only of
symbolic representations, but also of diagrammatic and verbal representations and
their interrelations. However, the reference MWS which is aimed to by secondary
schools concerning the concept of fraction and decimal number addition has not been
successfully transformed into an appropriate MWS, as it does not allow its successful
implementation in the classroom where every student works within his/her personal
MWS. Secondary school students at this early stage (Grade 7) need to use not only
symbolic representations, but also diagrammatic and verbal representations and their
coordination in order to solve fraction and decimal number addition tasks. Schools
and teachers, however, promote a more abstract and symbolic approach to the
representation and learning of fractions and decimals. Therefore, when the students
encounter tasks that require flexible manipulation of representations in fraction and
decimal number addition, they face difficulties.

Independently how the calculations (written or mental, exact or approximate)
are performed in the various transformation tasks, findings reflect comprehensively
the role of multiple representations. It is also worth mentioning that the students face
difficulties in the majority of tasks which involve number line irrespective of the
hierarchical level they belong. This finding is explained taking into account both the
differences between number line and bi-dimensional diagrams and students’
familiarity with them. Rational numbers are interpreted as points on a number line,
emphasizing that the rational numbers are a subset of the real numbers (Teppo & van
den Heuvel-Panhuizen, 2013). In fact, number line is a geometrical model, which
involves a continuous interchange between a geometrical and an arithmetic
representation. Operations on real numbers are represented as operations of segments
on the line (Michaelidou, Gagatsis, & Pitta-Pantazi, 2004). Circular diagrams are
mainly used in introducing and teaching the addition of fractions. However, a circular
representation had lower factor loadings than the other tasks in the proposed model
(Gagatsis & Deliyianni, 2009). This finding suggests that even though circular
diagrams are mainly used in introducing and teaching the addition of fractions, the
number line and rectangular representation were more strongly related than the
circular one to fraction-addition representational flexibility. Therefore one might
claim that the traditional approach of introducing and teaching the addition of
fractions, mainly using circular models, should be reconsidered and perhaps
connected more systematically with other diagrammatic representations, which is in
line with the findings of Charalambous and Pitta-Pantazi (2007).

In future, the extent to which the developmental levels of representational
flexibility that are identified in this study apply in the learning of other concepts or in
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different age ranges could be of great theoretical and practical interest.
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APPENDIX
Competence Fraction Description Representation/s Diagrammatic Variables
addition representation
Recognition  Same Recognizes Symbolic Number line Refl
denominators whether the to Diagrammatic Circle Ref2
shaded part of a
diagram Rectangle Ref3
COHCSPOUd§ to Number line Ref4
Different ~ 1© j‘/mib?lhcf _ Symbolic Circle Ref5
denominators  C.Prooston otai Diagrammatic  Rectanele Ref6
addition of g
fractions .
Number line Ref7
Treatment Same Finds an answer ~ Symbolic Trf8
denominators to the addition
Different of fractions Trf9
denominators Trf10
Conversion  Same [llustrates an Symbolic to Circle Cofll
denominators addition of diagrammatic Number line Cof12
Different fractions Rectangle Cof13
denominators
Same Writes the Diagrammatic to ~ Number line Cof14
denominators symbolic symbolic
expression of Circle Cof15
Different ‘;he a‘ddition of Number line Cof16
denominators  fractions Rectangle Cof17

The Representational Flexibility Processes in Fraction Tasks
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Competence  Decimal number Description Representation/s Diagrammatic Varia
addition representation  bles
Recognition ~ Same number of Recognizes Symbolic Circle Red1*
decimal digits whether the to Diagrammatic Number line Red?
shaded part
ofa Rectangle Red3
diagram Circle Red4
corresponds Number line Red5
to the
symbolic Rectangle Red6
Different number of expression ~ Symbolic Circle Red7
decimal digits of an to Diagrammatic ~ Number line Red8
addition of Rectangle Red9
decimals
Treatment Same number of Finds an Symbolic Trd10
decimal digits answer to
: the addition Trdl1
of decimals Trd13
Trd14
Different number of Trd12
decimal digits
Conversion Same number of [lustrates Symbolic to Rectangle Codl
decimal digits an addition  diagrammatic 6
of decimals
Circle Codl
7
Different number of Number line Codl
decimal digits 5
Same number of Writes the ~ Diagrammatic to  Rectangle Codl
decimal digits symbolic symbolic 8
expression Circle Cod2
of the 0
Different number of addition of Number line Codl
decimal digits decimals 9
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In this study we analyze students’ conceptions of absolute value, the errors in their
mathematical work and the interrelations of these cognitive aspects in order to
identify the obstacles that hinder the discursive genesis in their personal
mathematical work space for the particular concept. A test was administered to a
sample of 289 ninth grade students in Turkey. The results revealed that students
encountered epistemological obstacles, which have commonalities with conceptions
in the historical evolution of the concept, and didactic obstacles which are related to
its didactic transposition and the phenomenon of didactic contract in mathematics
teaching. We also found an interplay of the two types of obstacles, with the didactic
obstacles reinforcing the epistemological obstacles in students’ reasoning.
Keywords: mathematical work, epistemological obstacles, didactic transposition,
didactic contract, historical approach

INTRODUCTION

In the teaching of mathematics the notion of absolute value is used to express
the distance between two numbers at the line of the real numbers and also to define
the concept of limit, of the continuity for the real functions and the multivariate
functions (Almog & Ilany, 2012). In the present study, we attempt to capture the
mathematical and cognitive complexity when students deal with the concept of
absolute value, on the basis of the Mathematical Work Space (MWS) (Kuzniak &
Richard, 2013). The MWS includes a network of two planes, a cognitive and an
epistemological one, and this networking is based on three geneses, namely, the
semiotic genesis (between representations and visualization of mathematical objects),
the instrumental genesis (between artifacts and mathematical construction), and the
discursive (between the theoretical reference system and access to mathematical
reasoning, argumentation and validation).

In this study we are mostly interested in the discursive genesis in the MWS as
it enables us to follow a theoretical approach in analyzing the obstacles students
encounter in their reasoning on absolute value. This reasoning is generated in various
(typical and non-typical) tasks on absolute value and its properties as well as in
giving explanations about the meaning of the concept of absolute value. Within this
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genesis we are in a position to identify and interpret students’ conceptions and errors
while thinking about this particular concept. Although the semiotic genesis is also an
important aspect of students’ work on absolute value and is worthy of being
analyzed, it is beyond the scope of this study.

We complement this theoretical framework with other theoretical approaches
based on a historical analysis of the concept of absolute value, and the ideas of
epistemological and didactic obstacles in mathematical work. A historical overview
on absolute value can give insight into the epistemological nature and content of the
mathematical reference system related to the concept of absolute value in students’
personal MWS. For example, particular components of students’ cognitive processes
when dealing with problems on absolute value may trigger the enactment of
theoretical components at the epistemological level which might have been parts also
of the historical evolution of the concept in the previous centuries. An analysis of the
obstacles students encounter in their mathematical work on absolute value will reveal
the sources of students’ errors and delays in the genesis of mathematical meaning for
the concept. We are interested in obstacles either of epistemological nature, that is,
related to existing components of mathematical knowledge which could have
commonalities with conceptions in the historical evolution of the concept, or of
didactic character, that is, related to the process of the didactic transposition of
absolute value and the phenomenon of didactic contract in teaching.

A HISTORICAL PERSPECTIVE ON ABSOLUTE VALUE

The study of Thomaidis and Tzanakis (2007) underlines the valuable role of
the historical approach in the mathematics teaching and learning. In studying the
historical evolution of the notion of absolute value three key stages can be
distinguished, according to Cornu (1991): (1) the absolute value as an implicit
concept, (ii) the notion of absolute value in the algebra of inequalities, (iii) the
transition to a new conceptual context where absolute value was on the way to
notation and formalization.

Based on a comprehensive analysis of the historical evolution of absolute value
by Gagatsis and Thomaidis (1995) and Gagatsis and Panaoura (2013), in the first
stage, the initial references to the absolute value are associated with the name of Fr.
Viete, 1591 who introduces a special notation for ‘uncertain minus’. During the
seventeenth century, in the second stage, the absolute value is considered as the
number without sign and as the distance from zero. The use of ‘abstraction being
made from the sign’ for the expression of ‘positiveness’ emerged naturally by the
traditional conception that a letter without sign in algebra represents a ‘positive’
quantity (Gagatsis & Thomaidis, 1995).

The third stage, in the nineteenth century, included a transition to a new
conceptual context (Cornu, 1991). This conceptual change was characterized by a
rupture between the concept of number and quantity. The absolute value appears for
the first time as an independent notion in Cauchy’s famous work ‘Cours d’analyse’
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(1821). In this work, the concept of absolute value is introduced and used directly to
positive and negative quantities, as the “numerical value” of a quantity. Finally in
Cauchy's posterior work “Memoire sur les functions continues” (1844) absolute value
appears in a new role, as a function. Using the several analytical expressions given by
Cauchy for this concept, absolute value could be defined as follows:

; - o
val.num.(x)=\/x72={x if x=0 2 * dt

-x if x<0=7r0t2+x2
OBSTACLES IN MATHEMATICAL WORK ON ABSOLUTE VALUE

Epistemological obstacles

Brousseau (1983) points out that errors are not always a “result of ignorance
[...] or chance”, but often are caused by “prior knowledge that was relevant and had
its success, but which now proves to be false, or simply inadequate” (Brousseau,
1983). This old knowledge that proves to be an obstacle to new knowledge and make
students deviate from an expected mathematical reasoning is called epistemological
obstacle (Schneider, 2014).

According to Duroux (1983) the cause of pupils' errors in the learning of
absolute value are the epistemological obstacles concerning relative numbers, e.g. the
conception of number as a measure; this conception hinders the acquisition of
positive and negative numbers as elements of a unified set on which the absolute
value function may be constructed (Gagatsis & Thomaidis, 1995). The study by
Gagatsis and Panaoura (2013) indicated that another major obstacle, linked to the
learning of absolute value in Cypriot students, concerns the conception of absolute
value as the number without a sign.

Didactic obstacles: Didactic transposition and didactic contract

The theoretical notions of the didactics of mathematics ‘didactic transposition’
and ‘didactic contract’, are essential in acquiring a better understanding of the current
framework of teaching and useful as interpretative tools for the appearance of
obstacles of a didactic nature in students’ personal MWS related to the concept of
absolute value.

“The process of didactic transposition refers to the transformations an object or
a body of knowledge undergoes from the moment it is produced, put into use,
selected and designed to be taught, until it is actually taught in a given educational
institution” (Chevallard & Bosch, 2014). This notion was introduced in the didactics
of mathematics by Chevallard (1985). In “transposing” a body of knowledge from its
origin to school, particular work should be carried out to reconstruct a proper context
with activities aimed at making this knowledge an appropriate object of teaching with
a meaningful and useful content (Chevallard & Bosch, 2014).

Considering the didactic transposition of absolute value, in the teaching of the
first years of secondary school, absolute value is introduced together with positive
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and negative numbers and therefore the conception of the “number without sign”
(which constituted a legitimate definition of absolute value in the past) emerges. The
definition and symbolism of absolute value at this early stage serve more an internal
necessity of the curriculum, especially its spiral structure (which goes through a lot of
objects of teaching, including operations on integers and rational numbers to
equations and inequalities and, finally, to the concepts of limit and continuity) than
situations where the use of this concept is indispensable. The incorporation of the
formal definition and properties of absolute value in school algebra, between
elementary teaching of integers and theory of limits in calculus at a later stage, leads
to a detachment of this concept from the situations which historically justified its
construction and use. In their place, exercises and problems formed by didactic
criteria appear (which, however, are not aimed at teaching absolute value); that is,
equations and inequalities with absolute values, whose treatment aims to a practice
on the formal definition and properties of this concept. A basic feature of these
exercises is that their solution is connected, from the very beginning, with the
removal of the absolute value sign, a process usually reduced to the execution of
algorithms (Gagatsis & Thomaidis, 1995).

Empirical research results have indicated that many difficulties with the notion
of absolute value arise when passing from the arithmetic to the algebraic domain,
where several definitions of the same concept are offered (Stupel, 2012). The study
by Almog and Ilany (2012) showed that some students did find an immediate
solution in absolute value inequalities while others used algebraic manipulations
without fully understanding the meaning of absolute value.

Gagatsis and Panaoura (2014) showed that the attempt by the students to use
algebraic algorithms, e.g., to get rid of the absolute value sign, is employed also in
situations in which a different mathematical reasoning is expected, for example, in an

equation of the form”x—2\—l7‘ =-2. This behavior indicates students’ mechanical

application of a “rule” especially employed in teaching, which could be explained by
the notion of didactic contract (Brousseau, 1997). Teachers favour the process of
excluding the absolute value sign in school tasks and facilitate pupils' work with
algorithms and other didactic devices; thus it becomes a “rule” of the didactic
contract between teachers and pupils, regarding the concept of absolute value. Most
students are impelled by an “obligation for action” to apply the specific process, e.g.,
at the first sight of an equation or function with absolute value; nevertheless, students

who easily identify the equation Hx—2\ —17‘ = -2 as an impossible one are those who

break the didactic contract and do not follow it (Gagatsis & Panaoura, 2014).

Our purpose 1n this study is to propose and use a unified frame of reference for
the study and interpretation of errors and obstacles in students’ mathematical work,
within the framework of MWS and specifically within the discursive genesis,
interwoven with important theoretical notions of the didactics of mathematics,
namely, epistemological obstacles, didactic transposition and didactic contract, as
well as with a historical approach on the evolution of the concept. In this respect we
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have the following research questions:

1. What are the conceptions of students about the mathematical meaning of the
concept of absolute value and to what extent do they appear?

2. What are the errors in students’ mathematical work on the concept of
absolute value and to what extent do they appear?

3. How are students conceptions of absolute value connected to the errors in
their mathematical work?

4. What obstacles intervene in the geneses of students’ mathematical work on
the concept of absolute value and which errors do they account for?

5. How are the obstacles students encounter connected a) to didactical
phenomena related to the concept, that is, the process of didactic transposition and
the didactic contract in the teaching of the concept and b) to mathematical knowledge
that had a historical role in the evolution of the concept of absolute value?

METHOD

The sample of the study consisted of 289 ninth grade students from a high
school in Istanbul, Turkey. Females (53%) were more than males.

The Turkish curriculum that was in use when the study was conducted is the
Primary Mathematics Curriculum: 6-8 Grades (2009) and High School Mathematics
(9-12 Grades) (2011). The first introduction to absolute value is in the 6th grade
when students are studying integers and as the distance from “0.” Additionally,
teachers are suggested to emphasize that an absolute value of any number is positive.
After the limited introduction to absolute value in 6th grade, students are re-
introduced to absolute value concept in 9th grade. While students study absolute
value on integers and rational numbers in middle school, they study on real numbers
in high school. Formal definition and properties of absolute value are given in 9th
grade but the emphasis on this definition is not strong. Equations and inequalities
with absolute value are also studied at this grade. The “solution” of impossible
inequalities (e.g., Ix+3| < -1 is hardly found. Moreover, there is no exercise on
determining the sign of —x to evaluate student understanding of this important area.

The research instrument of the present study is a test that was used in the study
by Gagatsis and Panaoura (2014). The tasks of the test are presented in the Results
section. This test was chosen because it serves this study’s needs, as most of the tasks
of the test require reasoning based on the meaning of absolute value and its properties
and not the mechanical application of algebraic manipulations. For example, tasks D,
G and H entail the recognition of the impossibility of the corresponding equations or
inequalities on the basis of the definition of absolute value and of the resistance to
any possible influence of the didactic contract. Thus, through the tasks of the test the
nature of the discursive genesis is activated and the power of it could be also
indicated in students’ work. Students spent approximately one hour to complete the
test.
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RESULTS

Students’ conceptions of absolute value and errors

Students’ conceptions of absolute value (Task A) are provided below.
Students’ errors as they were categorized in each of the other tasks (B-I) are also
described. Furthermore, the codification of these conceptions and errors for the
statistical analysis and the percentages of their appearance among the students’
responses are shown.

A. What do we mean by ‘absolute value of a real number’?

Definition 1 (Defl): |a| = {_aa ZZZ i 8

Symbolically or Verbally expressed (7%)
Definition 2 (Def2): Distance from zero (41%)
Definition 3 (Def3): Number without sign (16%)

B. Solve the equation | x + 3 [ =2.

Error 1: Finds one x value and the second x value is the additive reverse. (2%)

Error 2: Absolute value cannot be less than 0. For example, student does not
solve the equation x+3 = -2 and states the explanation or Solves only for when the
expression is positive. For example, student does not solve for x+3 =-2. (9%)

Error 3: Solves as an inequality. For example +3 > 0and x <0 . (2%)

Error 4: Error with taking out as negative. For example, -x4+3 =2,x-3 =2 or —
x-3=-2.(5%)

Error 5: Computational error or x values were obtained but incorrect solution
set. For example, looks for an intersection. (7%)

C.Ixl > 5.

Error 1: Could not solve for x<0 or Only positive values. (27%)

Error 2: -5>x>5, -5>-x>5, -5<x<5 (12%)

Error 3: Correctly find x values but incorrect solution set or Incorrect use of
close end of the solution set. For example, (-, -5]. (5%)

C_err_integer: Provide the solution set only for integer values. (18%)

D. Solve the equation | Ix = 5 =12l =-5
Error 1: Ignores the impossibility and tries to solve (sometimes as an
inequality). (51%)

E. Determine the sign of —x.

Error 1: States “negative” or “-*“. (53%)

Error 2: no mentioning of the variable x. For example, student states “positive
or negative” or “indefinite”. (7%)

Error 3: Unnecessary and incorrect use of absolute value. For example |-x| = x
. (4%)
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Error 4: states “positive” or “+”. (3%)
Error 5: States “depends on the value of x”. (6%)

F. Give the real values of x for which the inequality is valid Ix — 2I<3.

Error 1: Cannot solve the negative part. (18%)

Error 2: Cannot solve the positive part. (2%)

Error 3: Do not continue for negative solution. For example, leaves -x<1 or
Find x values correctly and then add -1<-x<5 or Computational error or Incorrect use
of close end of the solution set. For example, (-1, 5]. (2%)

F_err_integer: Provide the solution set only for integer values. (26%)

G. Solve the inequality Ix — 4| < =2.
Error 1: Ignores the impossibility and tries to solve the inequality. (50%)

H. Solve the equation Ix + 2| + Ix + 61 = 0.
Error 1: Ignores the impossibility and tries to solve the equation. (46%)

I. Solve the inequality | x — 31 >0

Error 1: Cannot solve the negative part. (37%)

Error 2: Incorrect use of equality. For example, starts solving as an inequality
but finds one solution as equality. For example, x=3. (10%)

Error 3: (-o0,) or Cannot write the solution set. (7%)

Error 4: Cannot solve the positive part. (3%)

I_err_integer: Provide the solution set only for integer values. (4%)

To examine the associations between students’ ways of conceptualizing the
meaning of absolute value and their errors in various tasks on this concept, the data
were analyzed using the similarity method of the software CHIC (Gras, Suzuki,
Guillet, & Spagnolo, 2008; Lerman, 1981). Figure 1 presents the similarity diagram.

Two distinct similarity clusters are established in the diagram, with each
cluster including two similarity groups connected to one another. The similarity
groups of the first cluster include the formal definition of absolute value (definitionl)
and the definition of absolute value as the distance from zero (definition 2),
respectively, with each definition associated with different types of errors in the
tasks. The definition of absolute value by the students as a number without sign
(definition 3) 1s connected to other types of errors in the first similarity group of the
second cluster. In the second cluster a second similarity group is associated with the
first similarity group, which includes also a number of error patterns.
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Figure 1: Similarity diagram of students’ conceptions of absolute value and their
errors in the tasks

The structure of the similarity groups of the diagram yields the following
remarks:

Among the students who gave the formal definition of absolute value, those
who responded incorrectly to the tasks were more inclined to make the following
errors: I-error 3, B-error4, B-error 5, C-error3 and E-error4. Most of these errors do
not exhibit deficiencies in the conceptual understanding of the meaning of absolute
value, but rather a difficulty in the algebraic manipulation required in the tasks.

Among the students who gave the definition of absolute value as the distance
from zero, those who responded incorrectly to the tasks were more inclined to make
the following errors: C-error 2, E-error5, E-error3, B-error2 and F-error3. Besides a
difficulty in the algebraic manipulation required in the tasks, the students who gave
the second definition might exhibit lack of flexibility in using the absolute value
correctly in various contexts, influenced by the conception of number as a measure or
by the conception that the solution set of an inequality with absolute value should
include zero (as their meaning of absolute value is the distance from zero).

Among the students who gave the definition of absolute value as the number
without sign, those who responded incorrectly to the tasks were more inclined to
make the following errors: I-error4, B-error3, F-error2, F-errorl, C-errorl, D-error,
H-error and G-error, I-error2 and E-error2. The students who defined the absolute
value as a number without sign exhibited a combination of various deficiencies in the
solution of the tasks on the concept which are derived from the conception of number
as a measure and of absolute value as a number taken positively, from overlooking
the impossibility of equalities or inequalities and from their inclination to adjust the
task to their own existing knowledge and capabilities to be able to proceed to a
familiar algebraic “solution”.

The indirect connection of the second group of the second similarity cluster to
the third definition and the lack of associations with the other definitions suggest that
the errors included in this similarity group are more likely to appear in the work of
students who adopt the meaning of absolute value as a number without sign (third
definition), extending the aforementioned deficiencies. These errors include B-errorl,
F-err-integer, C-err-integer, I-err-integer, I-errorl and E-errorl. Besides the
deficiencies already noted about the work of students who gave the third definition
about absolute value, these errors imply students’ perseverance on integer values and
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the defective application of the formal definition of absolute value.

Obstacles in students’ mathematical work on absolute value: Connections to
teaching and history

The obstacles that intervene in students’ mathematical work on absolute value
are revealed by identifying and interpreting three interrelated and supplementary
aspects of our analysis: a) students conceptions of absolute value and the types of
students’ errors in their reasoning while solving the tasks, b) the connection of
students’ errors with their conceptions regarding the meaning of absolute value as
shown in the similarity diagram, c) the grouping of errors of a specific type on
different tasks in the similarity diagram, which indicates the common obstacle that
might be behind the consistency by which these errors appear in students’ solutions.

Table 1 includes the results of this analysis which reveal the obstacles that
intervene in students’ discursive genesis related to absolute value. This table also
shows that some epistemological obstacles are enhanced by obstacles of didactic
nature, which are derived from the didactic transposition of the concept in school
mathematics.

Obstacle Nature Definition or Error type by students
* Number as a measure Epistemological e«  Absolute value is a number without
¢ Letter without sign in algebra sign
represents a positive quantity * Solving an equation or inequality only
* Introduction to absolute value Didactic when the expression is positive: B-
when  studying  integers (didactic error 2, C-error 1, F-error 1, I-error 1
transposition)

(positive or negative) * The sign of —x is negative: E-error 1
* Initial emphasis of teaching

that an absolute value of any

number is positive
* No exercise in textbooks on

determining the sign of -x

* Absolute value as a distance Epistemological e  Zero is an essential part of the solution

from zero set of any inequality: C-error2
* Absolute value is a number Epistemological e Tack of conceptual understanding and
without sign defective application of the formal
* Absolute value as a distance definition of absolute value and its
from zero properties: E-error 3, F-error3, I-error4,

ETM4 | 185



* Gap in the transition from Didactic B-error3, F-error2, B-errorl
arithmetic to algebra (didactic -

* Providing two definitions in transposition)
teaching (distance from zero
and formal definition) in an
isolated way with a focus on
the former definition

* Focus on exercises and
problems to practice on these

definitions

e Study of absolute value on Epistemological e Pperseverance on integer values when
integers providing a solution set for inequalities
with absolute value: C-err-integer, F-

err-integer, [-err-integer

e Exercises and problems in Didactic * Persistence to solve impossible

(didactic

school mathematics formed equations and inequalities on absolute

by didactic criteria (practice :sgzggzg&n value: D-error, F-error, G-error

on formal definition) contract) * Applying algebraic manipulations to
* Solution of the regular remove the sign of absolute value in

exercises is connected from impossible or straightforward

the beginning to the removal mathematical expressions: D-error, F-

of the absolute value sign, a error, G-error, I-errorl, I-error2, I-

process usually reduced to the errord

execution of algorithms * Changing the task to comply with the

execution of familiar algorithms: B-
error 2, I-error2

Table 1: Connections between obstacles and students’ conceptions and errors in their
mathematical work on absolute value

CONCLUSIONS

Students in this study conceptualize absolute value in three distinct ways: as
the distance from zero, as a number without sign, and as provided in the formal
definition. This finding is an indication of the diversity of the personal MWS of
students for the same mathematical concept, primarily regarding the component of
discursive genesis. Students’ conceptions of absolute value emerge as a result of the
Turkish curriculum on this mathematical topic, whose emphases are common with
important notions of the historical evolution of the concept. Based on the Turkish
curriculum, absolute value is introduced in sixth grade as the distance from zero and
then, in ninth grade its formal definition is provided. Additionally, at the beginning,
in sixth grade, teachers are suggested to emphasize that an absolute value of any
number is positive. These taught definitions and their order in teaching of absolute
value are common with the conceptions of absolute value and the order of their
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appearance in the historical evolution of the concept. This provides an explanation
for the commonalities between students’ conceptions of absolute value and the
historical evolution of mathematical knowledge related to the particular concept.

The extent to which students adopt each of the three conceptions of absolute
value is also of interest. According to the reference MWS for absolute value, in ninth
grade the formal definition of the concept is introduced. However, the formal
definition was the most rarely found among the ninth grade students’ responses. The
conception of absolute value as the distance from zero was the most widely accepted
definition among students, followed by the conception of number without sign. These
findings suggest that the appropriate MWS on absolute value, as implemented in the
textbooks and by the teachers, might strongly affect students’ way of thinking and
making sense of this concept. Ninth grade mathematics textbooks include the formal
definition of absolute value but the emphasis to this definition is not strong. The
main focus is the meaning of absolute value as the distance from origin (0) as it was
in the previous grades. Thus, we can assume that this could still be the focus also of
the teachers and the classroom teaching on absolute value in ninth grade, although
further investigation is necessary to support this, as analyzing these aspects of MWS
was beyond the aims of this study.

The analysis of students’ errors in the tasks on absolute value showed that the
most frequently found errors appear in non-typical tasks (D, E, G, H) and in tasks
including inequalities (C, F, I). A regular error type which is common among various
tasks is students’ constraint only to the positive part of the expression (equation,
inequality, variable) and inability to consider also the negative aspect in their
solutions. Two additional error patterns which are not only frequently found and
common between tasks, but also each of them appears consistently among the
responses of the students are firstly, the ignorance of the impossibility of the equation
or inequality and the persistent effort to provide a solution, and secondly, the focus
only on integers, without considering real numbers in the solution.

Drawing on the common conceptions of absolute value and errors among ninth
grade students, as well as on the mathematics curriculum in the particular grade in
Turkey, we may conclude that although there is a turn in the theoretical reference
system on absolute value, there is not a corresponding change in the reasoning of
most students. Specifically, as already explained above, while the formal definition of
absolute value and its properties are proposed at the grade level of the students under
study, students’ reasoning on the concept is based on the meanings of the notion that
are highlighted by the curriculum and teaching in previous grades, that is, distance
from zero and number without sign. Based on students’ conceptions of absolute
value, their errors, and the interrelations between the two aspects of students
reasoning that were analyzed in the present study, the epistemological obstacles and
the didactic obstacles, related to the didactic transposition and the didactic contract,
were found to undermine students’ discursive genesis of absolute value and account
for this gap between the epistemological and the cognitive aspects of students’ MWS.

The epistemological obstacles suggest that students’ prior knowledge affected
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to a great extent students’ discursive genesis on absolute value and led students to the
construction of defective or insufficient meanings for the concept and errors in using
the concept in different contexts. Two major obstacles of epistemological nature that
were identified in our study are the conception of number as a measure and the
conception that a letter without sign in algebra represents a positive quantity.

The nature of the didactic obstacles identified in the students’ productions in
the present study suggest that the ways scholarly mathematics knowledge on absolute
value is transposed in schools (didactic transposition), i.e., providing two definitions
of absolute value at the same grade without any connection between them, lack of
non-typical tasks, inclusion of exercises and problems formed exclusively by didactic
criteria, as well as the mathematics classroom norms that characterize teacher-student
interactions regarding the teaching of absolute value (didactic contract), e.g.,
mechanical application of algebraic manipulations to remove the sign of absolute
value, also hindered students’ discursive genesis within their personal MWS.

In most cases, there was an interplay of both types of obstacles that hindered
students’ reasoning, with the didactic obstacles reinforcing the epistemological
obstacles. Students’ prior knowledge was sometimes derived from previous teaching
of this concept (e.g., the absolute value of any number is positive) and other relevant
concepts (e.g., use of absolute value only on integers), or was enhanced by current
teaching of the concept (e.g., absolute value as the distance from zero). The objects
of this teaching were also a product of the didactic transposition process.

These conclusions should be considered in the perspective of our study’s major
limitation that the sample comes from only one school. Getting more robust findings
that could be generalized requires further research in which a larger number of
schools are involved.
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EL TRABAJO MATEMATICO EN EL ANALISIS: UNA
APROXIMACION A LOS ETM EN FRANCIA Y CHILE"

Soledad Estrella, Universidad Paris Diderot
Alain Kuzniak, Universidad Paris Diderot
Elizabeth Montoya-Delgadillo, Pontificia Universidad Catélica de Valparaiso

Laurent Vivier, Pontificia Universidad Catolica de Valparaiso
ELEMENTOS INICIALES DE LA INVESTIGACION

En Chile como en Francia los profesores del liceo se forman en la universidad.
Ellos adquieren nociones de Andlisis que tratan de recontextualizar en su ensefianza
en el liceo. Esta formacion, ;serd suficiente para que puedan integrar en su ensefianza
los principios del Analisis?

En Chile el Andlisis esta escasamente presente en el curriculo escolar, mientras
que en Francia, el curriculo estd orientado esencialmente en el Célculo. La ensefianza
no estd tnicamente guiada por la conceptualizacién ya mencionada y esto plantea
mds ampliamente la cuestion de la transposicion de saberes que hay que ensefiar.

Podemos pensar que con esta ensefianza se profundizan las dificultades para el
profesor. El debe, posiblemente mas que en otros dominios, apoyar su ensefianza
sobre un discurso explicativo, o meta-matematico, con los cambios de marcos y de
registros para favorecer los aprendizajes. Pero ello demanda visiblemente
conocimientos mds profundos, supone por parte del profesor un gran manejo
conceptual, epistemoldgico y didactico, con el fin de poder organizar y controlar este
discurso. Asi es la formacion profesional de los profesores de matematicas tanto en
su formacion inicial como continua.

Después de una necesaria comparacion de los contextos en Chile y en Francia,
exponemos el marco del ETM que desarrollamos para el dominio del Andlisis, ETM,.

LOS CONTEXTOS DE ENSENANZA Y FORMACION
Organizacion del curriculum

En términos generales, los estudios secundarios finalizan en el grado 12 en
ambos paises (después de 8+4 afios en dos instituciones en Chile y después de 5+4+3
afos en tres instituciones en Francia). En el liceo, se distinguen diferentes
orientaciones disciplinarias a partir del grado 11, con una especialidad cientifica en
cada pais. Existe en ambos paises un examen al finalizar la secundaria: PSU en Chile,
en forma de seleccién multiple, que clasifica a los estudiantes para su entrada a la
universidad y el bachillerato en Francia (sin selecciéon multiple), exigencia necesaria
para poder ingresar a la universidad.

La formacién de profesores de matematica tiene una duracién de 4,5 afios en

' Con el apoyo del proyecto ECOS-CONICYT C13HO03 (2014-2016).
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Chile, y 5 afios en Francia, y una especializacién (separaciéon progresiva de los
estudios de matemdticas) que comienza en el segundo afio en la PUCV y en el tercer
ano en Paris Diderot. En ambos paises hay un concurso para los profesores, INICIA
en Chile y CAPES en Francia, pero con diferencias, mds aun, en Chile tendrd caracter
obligatorio a partir del afio 2015.

En cuanto a los programas, en Chile se contemplan contenidos minimos y
obligatorios a ensefiar, mientras que en Francia el programa contempla exactamente
los contenidos que se deben ensefiar. En Chile el tiempo de ensenanza de las
matematicas puede variar entre 4 horas y 12 horas a la semana en los dos dltimos
niveles en el liceo (contando la especialidad matemaética), mientras que en Francia se
tienen 4 horas para la clase de Premiere S,y de 6 horas a 8 horas con especialidad en
el Terminale S. Estos indicadores nos hacen pensar en potenciales desigualdades ce
carga horaria entre establecimientos chilenos. Sin embargo, en Francia existen
desigualdades, posiblemente menos visibles, ya que estidn relacionadas a contextos
socioeconomicos de los establecimientos escolares.

Los contenidos de Analisis en el liceo y en la universidad

Los programas de los liceos chilenos y franceses son muy diferentes. En Chile,
no se contempla derivada, integral, ni limites en los programas (minimos
obligatorios), pero pueden ser temas tratados en algunos establecimientos. Mientras
que en Francia son temas importantes de la ensefianza de las matemadticas para todos
los establecimientos (cerca del 40% de la clase de Terminal S). En la especialidad
matemadticas en Chile, existe el contenido "funciones y procesos infinitos" pero sin
formalizacién exhaustiva en estos temas, el trabajo sobre las funciones es
esencialmente algebraico y grifico. En la universidad, en cambio, podemos pensar
que el trabajo sobre el Andlisis en ambos paises se uniforma ripidamente con
contenidos a enseflar muy similares o préximos.

ETM DEL ANALISIS: REFERENCIA, IDONEO Y PARADIGMAS

Paradigmas y puntos de vista

* A pesar de una alternativa constituida por el Andlisis no estindar, el ETM de
referencia del Analisis (ETM,) es guiado por un paradigma global, el Anélisis
estandar. Especificamente, interpretamos el trabajo matematico en el dominio
del Anélisis a través de tres paradigmas:

* Andlisis-Geométrico/Aritmético (AG) que permite interpretaciones nacidas de
la geometria, del cdlculo aritmético o del mundo real, probablemente, con
muchos implicitos.

* Andlisis-Calculatorio (AC) donde las reglas de cdlculo son definidas, mds o
menos explicitamente, y se aplican independientemente de la reflexion de la
existencia y naturaleza de los objetos introducidos.

* Andlisis-Infinitesimal (AI) es caracterizado por un trabajo de aproximacion:
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supremos e infimos, cotas, una entrada a trabajos de proximidad (o una entrada

mads topoldgica): "cerca de €", “lo despreciable”.

Estos paradigmas se complementan con visiones diferentes, que parecen
intervenir en todas las componentes del ETM e influyen en los objetos matematicos.
Consideramos el punto de vista desarrollado por Vandebrouck (2011) que define para
las funciones: puntuales, locales, globales, y que nosotros ampliamos para los
nimeros. Otro elemento considerado y que puede intervenir es lo discreto/continuo,
cuestion identificada en el polo tedrico y que juega un rol en la manera de concebir
los objetos y el trabajo en el ETM,,.

ETM idéneo y de referencia en la universidad

Los contenidos de ensefianza de las universidades se presentan como una lista
corta de nociones focalizadas sobre el polo tedrico, en principio aparecen mas signos
en el programa francés. Esto nos muestra la importancia otorgada en la universidad a
las matematicas, y por los mateméticos. No hay por ejemplo graficas, no se evocan
artefactos'', sino esencialmente definiciones y teoremas.

Esto no quiere decir que no se realice, de hecho, los profesores de universidad
deben hacer graficas, introducir los temas con diversidad de signos, esto implica que
no se puede ver el ETM, idoneo de la universidad solamente a partir de los
contenidos en los programas. Sin embargo, es sorprendente ver que la simple
evocacion de teoremas y definiciones basta para saber lo que hay que ensefiar. El
poder contar con pocas variaciones de interpretacion en un programa, es una fortaleza
de las matemadticas, transmitida por la comunidad de los matemédticos. En
consideracion a lo anterior, el ETM, de referencia seria idéntico entre Chile como en
Francia.

TAREAS Y LA ACTIVACION DE LAS GENESIS EN EL ETM

Hemos afirmado que las tareas y los tipos de tareas no son parte del Espacio de
Trabajo Matemdtico, pero lo activan y permiten analizar las circulaciones que se
pueden desplegar. Para aplicar una situacion didéctica, e intencionar un aprendizaje
en el ETM es necesario activar circulaciones entre las tres génesis, y es por ello que
las tareas son centrales para comprender la dindmica de la conceptualizacién que
realiza un sujeto. En este sentido, un andlisis a priori de la tarea es esencial.

REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

Kuzniak, A. (2011). L’Espace de Travail Mathématique et ses Geneses. Annales de
Didactique et de Sciences Cognitives, 16, 9-24.
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fonctions, Annales de Didactique et de Sciences Cognitives, volume 16.

! Existe un curso de L1-S2 en la universidad Paris Diderot sobre célculo formal.
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LOS ESPACIOS DE TRABAJO GEOMETRICO PERSONAL DE
ESTUDIANTES DE LICEO: UN ESTUDIO DE CASOS

Rafael Arancibia-Rojas, Universidad de Santiago de Chile

Carolina Henriquez-Rivas, Pontificia Universidad Catélica de Valparaiso - Chile
RESUMEN.

El tema central de esta contribucién es presentar el andlisis al trabajo
matemadtico de cuatro estudiantes de un liceo, en la resolucién de una tarea que tiene
como propdsito favorecer el transito y la complementariedad entre la geometria
sintética y la analitica. Los estudiantes pertenecen a una institucién con estudiantes
sobresalientes que ocupa el primer lugar en segtin evaluaciones de caricter nacional
como la Prueba de Seleccion Universitaria (PSU). Para los efectos de este trabajo,
fue relevante la institucion de los participantes, pues dada su formacion, fue posible
una diversidad de formas de hacer en la resolucion de una tarea dada. El estudio
forma parte de una investigacidén sobre el trabajo geométrico a nivel de Ensefianza
Media cuando los contenidos de geometria euclidiana consideran enfoques con y sin
coordenadas cartesianas, el cual estd sustentado en la teoria Paradigmas Geométricos
y Espacio de Trabajo Geométrico (Houdement & Kuzniak, 1996, 2006) —actualmente
ampliada al Espacio de Trabajo Matemdtico (Kuzniak, 2011) —.

En el curriculum chileno la geometria analitica aparece en la ensefianza media
de forma intermitente y desconectada de la geometria sintética presente desde los
niveles basicos. Proponemos a partir del disefio de una secuencia de situaciones de
aprendizaje, que el trabajo geométrico se efectiie en transito y complementariedad.
Segtn estudios realizados a los distintos ETM; (referencia, idoneo, personal) y de
acuerdo a nuestros propdsitos, esto implica que la secuencia debe integrar y coordinar
las tres génesis, en particular, activar el trabajo mediante la génesis figural en
coordinacién con la génesis discursiva, que favorecen razonamientos argumentativos
(Duval, 1995, 1999, 2005) y un trabajo en el paradigma GII.

Para este estudio fue seleccionada una secuencia de tareas de un conjunto de
situaciones, aplicadas y analizadas en dos versiones. Los resultados frente a una
primera version de tareas, revelaron dificultades en la coordinacion entre las génesis
del ETM,, ademds, un trabajo que principalmente privilegia el paradigma GI. En la
segunda versién, una vez mejorada la secuencia que considera los resultados
obtenidos en la version inicial, se revelaron circulaciones que dan continuidad a los
métodos geométricos utilizados.

En esta presentacion se mostraran los conocimientos utilizados en el ETM-
personal de cuatro estudiantes de liceo —son distintos segin cada version— y las
circulaciones entre las componentes de los planos cognitivos y epistemoldgicos de
cada ETMg. El estudio de casos nos ha permitido no solo mejorar el disefio de
situaciones de referencia, sino que reflexionar respecto a un ETM-id6neo eficiente y
que favorece el trabajo en complementariedad entre los enfoques geométricos.
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Finalmente, este estudio contribuye en una investigacién mas amplia sobre el transito
entre geometria sintética y analitica aludida inicialmente.
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TEMA 2

ESPECIFICIDAD DE LAS HERRAMIENTAS Y SIGNOS EN EL
TRABAJO MATEMATICO

Tomas Recio, Universidad de Cantabria, Espafia
Philippe R. Richard, Université de Montréal, Canada

Laurent Vivier, Université Paris-Diderot, Francia
1. DESCRIPCION INICIAL

Al igual que en las ediciones pasadas el Tema 2 del simposio ETM4 trabaja
conjuntamente la influencia de las herramientas y signos en el trabajo matemaético.
Este tema se centra especificamente en el uso de los entornos de tecnologia y de los
signos considerados mediadores del conocimiento y como elementos que influyen en
el trabajo matemadtico (Fig. 1). Hemos tratado de dar respuesta a dos interrogantes. En
primer lugar, nos preguntamos sobre las potencialidades que las tecnologias y los
sistemas de signos ofrecen para transformar el trabajo matemdtico del estudiante.
Como componente esencial del espacio de trabajo matemadtico, la interaccién entre
los instrumentos y los signos serdn un punto de anclaje privilegiado. La segunda
pregunta se deriva de la consideracion del trasfondo epistemoldgico presente en el
ETM. Se trata de estudiar cémo el uso de entornos tecnoldgicos o sistemas de signos
afectan a la construccién epistemoldgica especifica para el estudiante, guiando su
trabajo matematico

Por ejemplo, esto puede implicar tanto la naturaleza de los objetos matematicos
que el construye, como las demostraciones matemdticamente aceptables o el papel
del proceso de indagacion.

~ Travail
mathématique

‘ Outils
W et

signes

Fig. 1 Las herramientas y los signos como clave interpretativa entre el trabajo
matematico y los ETM.
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2. CONTRIBUCIONES

Las sesiones del Tema 2 permitieron la presentacion de once estudios,
incluyendo dos pdsters, permitiendo un amplio debate. Aunque el idioma dominante
fue el castellano con seis textos, también fueron representados el francés (seis textos)
y el inglés (dos textos). Los debates fueron trilingiie en encuentro ETM4. El trabajo
ha capturado diferentes puntos constitutivos del tema dos como los sistemas de
signos, representacion semidtica, el papel de las herramientas de visualizacion, signos
instrumentales, coordinacién (en el sentido amplio), representaciones graficas y
dindmicas. Aunque siete de las presentaciones tienen que ver con el aporte de la
tecnologia, particularmente con GeoGebra, SimCalc, Casyopée, la pizarra electronica
y los videos en Internet, las otras cuatro presentaciones tienen que ver mas
especificamente con aspectos de las herramientas y los signos. En la Tab. 7
aportamos un resumen ilustrativo de cada contribucién, el campo matemadtico de
referencia asi como los procesos tedricos especificos o prominentes. Asi pues, parece
que este bloque temdtico, que también fue una innovacién organizativa del simposio
(en ETM3 las herramientas (Tema 2) y los signos (Tema 4) se estudié en dos grupos)
ha sido en el presente éxito. Mds auin, la nocién de trabajo colaborativo ha sido una
importante fuente de preguntas en el seno del grupo, lo que sugiere que esta
reorganizacion ha beneficiado fuertemente al tema 2. En cuanto al contenido
matematico, incluso si podemos ver una predominancia del anélisis matemético en el
sentido amplio, las &reas tocadas son diversas: ndmeros, geometria, algebra,
probabilidad, drea, funciones, cinemdtica, optimizacién, 4dlgebra lineal 'y
transformaciones. Ademds dos o mds de estas dreas se tratan conjuntamente, abriendo
interés en la fibracion externa, y comprension en la coordinaciéon del ETM relativa a
las diferentes areas de las matemadticas.

Autores Dominio Especificidad
Titulo matematico
Fernando Hitt, Mireille Saboya & Carlos Cortes Nuimeros Sistemas de signos y
La pensée arithmétique-algébrique comme representacion.
prioritaire pour la transition du primaire Trabajo colaborativo
secondaire a travers [’espace de travail Teoria de la actividad

arithmético-algébrique (ETA-a) dans le contexte
des nombres polygonaux

Rosa Paez & Laurent Vivier Numeros Sistemas de signos y
Espacio de trabajo matemdtico alrededor de las representacion.
desigualdades lineales en una sola variable Registros semioticos
Miguel A. Abédnades, Francisco Botana, Jesus Geometria, Algebra | Herramientas,
Escribano & Inés M. Gémez-Chacon visualizacién en ETM

Distintas herramientas para la
ensefianzalaprendizaje del concepto de lugar

geométrico

Kuzniak Alain & Drouhard Jean-Philippe Probabilidad, Herramientas, signos,
Un point de vue multidimensionnel sur les outils et | Algebra, Geometria | instumentos en ETM.
les instruments dans les espaces de travail Saberes
mathématique epistemologicos
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Charlotte Derouet

Andlisis y

Herramientas, signos

Signes et outils technologiques: obstacles pour probabilidad en ETM

une "bonne" interaction entre le calcul intégral et

les lois de probabilités a densité?

Ruth Rivera, Maximiliano De Las Fuentes & Ana | Funciones Herramientas,
Dolores Martinez representacion
Evaluacion del uso del pizarron electronico como

entorno tecnologico mediador para la ensefianza

de topicos del cdlculo diferencial

Leticia Sanchez Lépez & Luis Enrique Moreno Cinematica Herramientas,
Armella representacion,.
Movimiento rectilineo y graficacion: una relacion Epistemologia

simbidtica

Jean-Baptiste Lagrange
Functions in technological environments: from
multi-representations to connected workspaces

Analisis, funciones

Herramientas, signos
instrumentados
(coordinacién)

Maria Teresa Davila Araiza & Luis Moreno-
Armella

Intuicion y movimiento: hacia una redescripcion
de las ideas intuitivas del cdlculo

Analisis

Sistema de signos
gréaficos (gréaficas)

Manuel Santos-Trigo, Luis Moreno-Armella &

Geometria, analisis

Herramientas, signos

Matias Camacho-Machin (optimizacidon) (coordinacién)
Contrasting analytic and dynamic problem solving Resolucion de
approaches within the mathematical working problemas
space frame

César Fabian Romero Félix & Asuman Oktag Algebra lineal Signos
Coordinacion de registros y construcciones (transformacion) instrumentados,
mentales en un ambiente dindmico para el representacion
aprendizaje de transformaciones lineales dindmica APOS

Tabl. 1 Resumen de las contribuciones al Tema 2

Las posibilidades de integrar teorias en el modelo ETM vy la eleccion de trabajo
matematico como un tema global permitié que otras aproximaciones enriqueciesen la
discusion, y especialmente al problema central. Entre otros acercamientos podemos
citar Teoria de la Actividad, Teoria APOS (Accién-Objeto-Proceso-Esquema), la
teoria de los registros semidticos, acercamiento cognitivo a los instrumentos
contempordneos, epistemologia histérica, epistemografia del conocimiento o
acercamiento de resolucion de problemas.

3.MARCO DE TRABAJO Y LINEAS DE INVESTACION ABIERTAS
3.1 Propiedades especificas

En la introduccion se presentd el tema a partir tres aspectos que en la
articulacion entre herramientas y signos afecta visiblemente el trabajo matematico.
Como primer ejemplo, consideramos la nocién de funciéon en andlisis (Fig. 2).
Tradicionalmente, la representacion, el control y la interpretaciéon de algunas
propiedades de funciones procedian de la coordinacion de registros (verbal, gréfico,
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tabular, analitico o simbdlico). Sin embargo, bajo algunas condiciones relacionadas
con la representacion en un ordenador, es posible cambiar la funcién objeto actuando
directamente en una de sus representaciones, de manera que todos los registros se
coordinan para representar el nuevo objeto. Este tipo de experimentacion semidtico-
instrumental permite descubrir o explorar el impacto de los registros de la
representacion matematica. Parte del conocimiento lo maneja un ordenador, pero es
en respuesta a las peticiones de un usuario que determina las herramientas y los
S1gnos.

“ CeoCebea Feulle Se travad SymamgueMestrard
Ol )[4+~ omentrard tree s . o

(0 5 CSOM UM~ Lubo~ WMiésio® Nouwelles* Cartes fopes *  Agphets UNO *  Méduction ™ Comgrés *  Projets = Cours ™ DOMCE » (¥

Variations d'une fonction

Tableau de variation

Tableau de valeurs

Fig. 2 El descubrimiento mediado en un ETM,, ;s

Como segundo ejemplo, debatimos el efecto del movimiento en la
representacion tridimensional y la variacion del fenomeno modelado en Geometria
(Fig.3). Es conocido los problemas con la reconstrucciéon en una pantalla de la
representacion tridimensional. La sensacion de profundidad es generalmente posible
con distintos tipos de indices que juntos ayudan a percibir la dimensién que falta
(Blossier y Richard, ETM3). Pero cuando uno mueve una construccion geométrica,
por ejemplo, con el uso del ratén para producir una vista rotacional del modelo,
parece que recreamos una tercera dimension que permite que generar la vistas
deseadas con el consiguiente ajuste de indices de profundidad. Uno puede “ver” una
representacion en pantalla que es en realidad la del objeto o fendmeno que queriamos
representar mediante su apariencia visual (aproximacion sintética) porque uno puede
establecer la naturaleza razonando (aproximacion analitica) o porque el modelo
matemadtico le da significado a la representacion (la teoria de la representacion donde
la tercera dimensi6on se mueve) creando coherencia entre las visiones principales,
secciones transversales de sub-figuras y grafica de variacion entre dos medidas
(longitud y 4rea) de la experimentacion semidtico-instrumental.
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Fig. 3 Movimiento en 3D en un ETM,ctricos

El tercer ejemplo trata de extender la idea de fibracion entre espacios de
trabajo iniciada en el coloquio ETM3. Desde el principio, es importante sefialar que
esta idea parece bastante cercana al concepto de modelizacién intra-matematica
donde la primera teoria permite la representacion de la segunda y vice-versa. Cuando
estas teorias se ofrecen asistencia mutua para la representacion, la comunicacién y el
procesado del mismo objeto a nivel de interfaz del software (Fig. 4), las conexiones
que surgen entre los diferentes espacios desde la perspectiva de la interaccién del
usuario, no tienen la misma transparencia que la que debe ocurrir para una exitosa
programacion del ordenador. En otras palabras, los cristales en las ventanas no
ofrecen las vistas, pero las herramientas tienen una cierta autonomia entre ellas,
incluso si el software asegura consistencia entre los modelos matemadticos de
referencia. Del mismo modo la autonomia del orden simbdlico se mantiene respecto a
lo se supone significa. Cada espacio de trabajo provee algin tipo de experimento
semiodtico-instrumental con caracteristicas propias.
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Fig. 4 Fibracion entre cuatro espacios de trabajo: ETM e, <> ETM 40 <
ETMGeometrl’a « ETMArimética'

3.2 Aportes del modelo de Espacio de Trabajo Matematico
El trabajo matematico y el aprendizaje de Matemadticas

Como ya bien sabemos, la tnica forma de hacer Matematicas es intentar
resolver problemas especificos y, en este contexto, hacer nuevas preguntas. Desde la
perspectiva de Brousseau, en el concepto de devolucion el papel principal del
profesor es clave y un prerrequisito para el desarrollo de la autonomia del estudiante.
De algiin modo, se toma la idea de que una situacién-problema parte del patrimonio
del profesor, que pasa este legado dejando al alumno a cargo de la resolucion. En este
sentido, los problemas matemdticos son a la vez una oportunidad de aprendizaje y
una oportunidad para que el alumno comience su trabajo matematico. Sin embargo, la
distincién entre “hacer matemadticas” y “aprender matemadticas” sigue siendo esencial,
especialmente cuando se trata de potenciar el aprendizaje o la valoracion. Ya el hacer
matemadticas es una actividad fuertemente a-did4ctica, que la marca la formacién u
organizaciéon de los conceptos resultantes de la actividad. Aun asi, el trabajo
matematico no es un “lugar” o un “contenedor”, sino también un espacio creado por
las interacciones. Es decir, un sistema de actividades o de interacciones acabadas. En
todos los casos, la descripcion o andlisis del trabajo matemadtico, ya sea en sistemas
educativos 0 mecanismos de investigacion es posible por las interacciones modulo el
propdsito de los de las interacciones en un sistema de actividades). Para entender
mejor los signos y las herramientas especificas para aprender matematicas, uno debe
preguntarse por la autenticidad de las interacciones matematicas en el ETM y lo
apropiado de las interacciones finalizadas en el trabajo matematico.

En una situacion de aprendizaje, un espacio de trabajo puede ser adecuado si
las interacciones potenciales son adecuadas para el trabajo matematico. La idea de
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conveniencia que surge aqui se plantea en términos de la vigilancia epistemoldgica.
Es decir, la idoneidad asumida desde el principio de que dominio de validez del
conocimiento que se puede formar (conceptualizacién) o ser implementado
(operatividad) en el espacio de trabajo es consistente con los modelos matemaéticos de
referencia. Un ejemplo de un espacio de trabajo que ilustra la falta de validez
epistemoldgica es visible por medio de las piezas algebraicas (Fig. 5). Estas piezas,
originalmente seis (piezas “unidad” y piezas x, Xy, x 2, e yA2) se supone que ayudan
a los alumnos a resolver ecuaciones de primer y segundo grado, o a desarrollar o
factorizar expresiones cuadréticas y afines. Se podria pensar aqui que la geometria
sirve como modelo para el dlgebra. Sin embargo, cuando se mira a estas piezas con
cuidado, se puede ver que no lo son, por ejemplo, el producto cartesiano de los
longitudes, si no que tienen significado independiente en relacion con las posibles
cantidades medibles que representan. En particular vemos que la pieza “unidad” es
siempre representada por el cuadrado unidad, incluso en la manipulacion de
expresiones afines. Para probar la adecuacién de este drea de trabajo, se debe conocer
la estructura matemadtica generada por las piezas algebraicas asi como el dominio de
validez de los problemas que permite resolver.

| 2 ILLUMINATIONS _
+ Resources for Teaching Math

Algebra Tiles

y 3/

Fig. 5 Teselacion algebraica y vigilancia epistemoloégica.
Conceptos, métodos y teoria

Desde el punto de vista de la metodologia, la consideracion de las
interacciones, potenciales o reales, en el ETM discutidas por este grupo de trabajo
nos permitié subrayar la importancia del proceso de aprendizaje. Del mismo modo
que la realidad puede sacar comparaciones entre “photo” y “video” es posible: (a)
Describir el aprendizaje (estado) detallando las interacciones de un espacio de trabajo
o (b) explicar (evolucién) comparando el andlisis a priori del ETM con interacciones
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retrospectivas (no necesariamente completadas) como resultado de un experimento.
Esta ultima recuerda a la ingenieria de la didactica, por la comprensiéon del dominio
posible, creado por el ETM idéneo al dispositivo de investigacion. Este es esencial
antes de poder interpretar correctamente las interacciones de los alumnos. El modelo
de los espacios de trabajo, con sus interacciones, planos y componentes, ofrece un
conjunto de referencias para la interpretacion del trabajo matematico en un contexto
de aprendizaje.

Mas generalmente, ha sido posible tener en cuenta el conocimiento matemético
consumido (estado) o inducido (evolucidn) y mostrar que el modelo ETM es una
referencia estructurada y funcional que asegura continuidad entre marcos de trabajo
conceptuales y metodoldgicos como herramienta de bisqueda. Aunque el modelo
ETM estd disefiado a la luz de las investigaciones y teoria existentes, no es en si
mismo una teorfa. La interpretacion de los componentes de un ETM (polos, planos,
génesis....) y su interacciones depende en gran medida de las  teorias
completementarias que que dan significado a esta interpretacion. La Teoria de
Situaciones Didécticas (TDS) de Guy Brousseau o la Teoria de la Decision (DT) de
Alan Schoenfeld, que no ha sido considerada en términos de trabajo, son buenos
ejemplos. Asi, la interaccién entre los modelos de ETM epistemoldgicos y cognitivo
se pueden interpretar en términos de interacciones entre un ambiente epistemoldgico
y un sujeto epistémico (en el TDS), o las sorprendentes e decisiones de un profesor o
un alumno, en base a las componentes del ETM (en el DT). Similarmente, la Teoria
de la Actividad (AT), no se anticipaba en el aspecto matematico del trabajo, muchos
menos en un entorno educativo. Aunque AT asegura que las acciones se dan forma y
se desarrollan en una situacién que puede ser un entorno social (como una clase)
compuesta de individuos y artefactos, con el fin de situar el funcionamiento de la
mente en artefactos que, siguiendo esto, unen individuos y artefactos en actos
cognitivos encarnados.

Refinando el modelo

En discusiones del grupo temadtico, se remarcé el hecho de que las
componentes del ETM pueden, en algunas circunstancias, tener efectos secundarios
en la génesis. Por ejemplo, en la medida en que el instrumento es una interaccion
entre el sujeto y la herramienta (entendiéndose aqui la dltima en términos de medio
para la accién) y que el area de trabajo provee un conjunto estructurado de
interacciones, debemos anadir al modelo de ETM la idea de fibras que confian mas
especificamente en las componentes (Fig. 6). Asi, las herramientas semidticas, tan
material como nocional (nocién en el sentido discursivo) tienen efecto en la génesis,
dado que el uso de estos instrumentos influencia la formacion de las partes semidtica,
nocional y material del instrumento. Es cuestion del modelo de fibraciones internas
que se puede extender los instrumentos y el génesis relacionados con fibraciones
externas. Incluso en algunas dreas de las matemadticas, como el dlgebra, materias
semiodticas y funciones nocionales de las herramientas se encuentran tan agrupados

204 ETM4



como para necesitar un intento de desfibracién para entender los problemas.
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Fig. 6 Ejemplo de fibracion interna en un ETM.
3.3 Retorno al trabajo del Tema 2: las cuestiones

La articulacién de las diferentes aproximaciones hizo surgir el debate, llevando
al grupo hacia la idea de que el modelo de ETM es el esqueleto sobre con elque
diferentes marcos de trabajo y teorias dan sustancia a diferentes preguntas, problemas
y dificultades involucradas en la bisqueda. Si algunas aproximaciones encuentran
naturalmente tu lugar, como las teorias semioticas o instrumentales, en otros casos
esto resulta mucho menos obvio hasta el punto en que se debe considerar sison
pertinentes. Sin entrar en detalles, se mantiene una atencién constante para evitar
forzar integraciones inapropiadas, particularmente para que la coherencia de la
intencion didé4ctica, que es la base del modelo, no se perdiese, ni para reducir
innecesariamente la fuerza explicativa. Es el caso, entre otros, de la teoria APOS, en
la que la dimensién genética se encara de manera muy diferente a la del ETM. Sin
embargo, la friccion producida permitié la oportunidad de debatir nuevos insights,
sefialando las ambigiiedades del modelo y considerar nuevas reconciliaciones. En
breve, el grupo fue capaz de entender mejor la distincién entre lo que es periférico y
lo que en el nicleo del ETM.

A su manera, el modelo ETM dedica mucha atencién al individuo sobre el
grupo. Esta caracteristica plantea una pregunta crucial en el trabajo colaborativo:
(,como estudiar este tipo de trabajo en el modelo ETM? Esta cuestiéon es ain mds
crucial dado que debemos reconocer la importancia del trabajo colaborativo en la
construccién del conocimiento matematico. La importancia de este tema es
remarcada en la presentacion de Hitt y explorada mds en profundidad en el trabajo de
Hitt, Saboya & Cortes. Asi, mientras que el registro de las representaciones de Duval
encaja facilmente en el modelo ETM (se les menciona frecuentemente) se ha notado
que los signos no constituyen necesariamente un registro, claramente en las tareas de

ETM4 | 205



modelizacién. Ademds, la aproximacién de Duval se centra en el individuo, mientras
que el colectivo juega un papel importante en la tarea de aprendizaje. La
colaboracion, las herramientas de comunicacion de los signos y, mas en general, la
clase social, fueron alimentadas por una elocuente discusion sobre AT, con atencion
especial en las contribuciones de Hitt y Lagrange. Dado que en AT, el trabajo
matemdtico es una actividad finalizada que se lleva a cabo en una situacién
determinada, debe distinguir actividad productiva enfocada a la complecion de la
tarea (corto plazo), con la actividad constructiva de la conceptualizacion (largo
plazo). En el modelo de ETM, buscamos dar y describir las condiciones de trabajo
matematico e identificar interacciones acabadas de un sujeto o un grupo, como una
entidad emergente. Sin embargo, algunos problemas de reconciliacion entre el
modelo de ETM y AT siguen abiertos, aunque solo sea por la consideracién de las
representaciones y el papel del medio social en el alineamiento de las herramientas de
signo (€2).
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TOPIC 2

SPECIFIC FEATURES OF TOOLS AND SIGNS IN THE
MATHEMATICAL WORK

Tomas Recio, Universidad de Cantabria, Spain
Philippe R. Richard, Universit¢ de Montréal, Canada

Laurent Vivier, Université Paris Diderot, France
1. INITIAL DESCRIPTION

This topic was concerned with the use of technology and signs as vehicles of
knowledge and aimed to see how they affect mathematical work (Fig. 1). We initially
had two questions relative to their impact. It was first necessary to consider the
possibilities offered by technological environments and sign systems to transform the
mathematical work of a student. Considered an essential component of the
mathematical working space, the interactions between instruments and signs were to
be the main basis. The second question stemmed from the consideration of the
epistemological background present in the ETM. It explored how the use of
technological environments or sign systems affects the epistemological construction
in the student, guiding their mathematical work. This could involve, for example, the
nature of mathematical objects to build up mathematically acceptable evidence or the
role of the investigative process.

Outils
et
signes

Fig. 1 Tools and signs as an interpretative key between the mathematical work and
ETM
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2. CONTRIBUTIONS

The sessions of theme 2 allowed the presentation of eleven studies, including
two posters, and allowed plenty of time for discussion. Whilst the dominant written
language was Spanish with six texts, French (three texts) and English (two texts)
were also represented. Discussions have fully utilised the trilingual nature of ETM4
meeting. The work has captured different points constituting theme 2 as sign systems,
semiotic representations, the role of tools, visualisation, sign instruments,
coordination (in the larger sense), graphics and dynamic representations. While seven
presentations are mainly technological input, particularly with GeoGebra software,
SimCalc and Casyopée, the interactive whiteboard and online videos, the other four
presentations relate more specifically to other aspects of tools and signs. In Tab. 7 we
provide an illustrated summary of the relationship between each contribution, the
mathematical field of reference as well as the specifics or prominent theoretical
processes. So it seems that the thematic rapprochement, which was also an
organisational innovation at the symposium - in ETM3, tools (Theme 2) and signs
(theme 4) were studied by two groups - is a success. Furthermore, the notion of
collaborative work has been an important source of questions within the group, which
suggests that this reorganisation has greatly benefited theme 2. As for mathematical
content, even if we can see a predominance of mathematical analysis in a broad
sense, the areas addressed are diverse: numbers, geometry, algebra, probability,
analysis, area, functions, kinematics, optimisation, linear algebra and transformations.
Moreover two or more on these areas are treated together, opening up interest in
external fibration, and understanding of the coordination of ETM relative to different
areas of mathematics.

Authors Mathematic Particularities or
Title al domain leading theoretical
treatments
Fernando Hitt, Mireille Saboya & Carlos Cortes Numbers Sign systems and
La pensée arithmétique-algébrique comme prioritaire Representation
pour la transition du primaire secondaire a travers Collaborative work
I’espace de travail arithmético-algébrique (ETA-a) Activity Theory
dans le contexte des nombres polygonaux
Rosa Paez & Laurent Vivier Numbers Sign systems and
Espacio de trabajo matemdtico alrededor de las representation
desigualdades lineales en una sola variable Registers of semiotic
representation
Miguel A. Abédnades, Francisco Botana, Jesus Geometry, Tools, visualisation
Escribano & Inés M. Gémez-Chacon algebra ETM
Distintas herramientas para la ensefianzal/aprendizaje
del concepto de lugar geométrico
Kuzniak Alain & Drouhard Jean-Philippe Probabilities, | Tools, instrumented signs
Un point de vue multidimensionnel sur les outils et les | algebra, ETM, epistemography of
instruments dans les espaces de travail mathématique | geometry knowledge
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Charlotte Derouet Analysis and | Tools, signs

Signes et outils technologiques: obstacles pour une probabilities | ETM

"bonne" interaction entre le calcul intégral et les lois | (area)

de probabilités a densité ?

Ruth Rivera, Maximiliano De Las Fuentes & Ana Functions Tool, representation
Dolores Martinez

Evaluacion del uso del pizarron electronico como

entorno tecnologico mediador para la ensefianza de

topicos del cdlculo diferencial

Leticia Sanchez Lépez & Luis Enrique Moreno Kinematics Tools, representation
Armella Historical epistemology
Movimiento rectilineo y graficacion: una relacion

simbiotica

Jean-Baptiste Lagrange Analysis, Tools, instrumented signs
Functions in technological environments: from multi- | functions (coordination)
representations to connected workspaces

Maria Teresa Dévila Araiza & Luis Moreno-Armella | Analysis Sign systems (graphics)
Intuicion y movimiento: hacia una redescripcion de

las ideas intuitivas del cdlculo

Manuel Santos-Trigo, Luis Moreno-Armella & Matias | Geometry, Tools, signs
Camacho-Machin analysis (coordination)
Contrasting analytic and dynamic problem solving (optimisation | Problem solving
approaches within the mathematical work space frame | )

César Fabian Romero Félix & Asuman Oktag Linear Instrumented signs,
Coordinacion de registros y construcciones mentales | algebra dynamic representation
en un ambiente dindmico para el aprendizaje de (transformati | APOS
transformaciones lineales on)

Tabl. 7 Summary of contributions to theme 2

The possibilities for integrating other theories in the ETM model and the
choice of mathematical work as a global theme allowed other approaches to enrich
the discussions, and especially the fundamental problem. Among the approaches we
have cited Activity Theory, APOS theory (Action-Object-Process-Scheme), the
theory of semiotic registers, the cognitive approach to contemporary instruments,
historical epistemology, the epistemography of knowledge or the problem solving
approach.

3. FRAMEWORK AND OPEN RESEARCH QUESTIONS
3.1 Specific features of topic 2

In the introduction, we illustrated the theme based on three types of issues
wherein linkages between tools and signs visibly affect mathematical work. As a first
example, we considered the notion of analysis function (Fig. 2). Traditionally,
representation, monitoring and interpretation of some properties of functions proceed
by coordinating registers (verbal, graphical, tabular, analytical or symbolic).
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However, under certain conditions related to representation on a computing device, it
1s possible to change the object function by acting directly on one of its
representations, so that all records coordinate to represent the new object. This kind
of semiotic-instrumental experimentation allows us to discover or explore the impact
of the records for the mathematical representation. Part of the knowledge is managed
by the computer, but it is in response to an inquiry from the user that determines the
tool and signs.
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Fig. 2 The discovery mediated in an ETM,,,jysis

As a second example, we discussed the effect of movement in the three-
dimensional representation and the variation in a phenomenon modelled in geometry
(Fig. 3). We are already aware of issues with reconstruction on a screen and three
dimensional representations. The experience of depth is generally possible with
several types of indices that together help to collect the missing dimension (Blossier
and Richard, ETM3). But when one moves a geometric construction, for example, by
using a mouse to take a rotational view of the model, it appears that we recreate a
third dimension which allows the lead wire desired views with an adjustment result
of depth cues. One can "see" a representation on the screen is actually that of the
object or phenomenon that we wanted to represent through its visual appearance
(synthetic approach) because one can establish the nature by reasoning (analytical
approach) or because the mathematical model that gives meaning to representation -
representative theory where the third dimension is moving - creating coherence
between the semiotic-instrumental experimentation main views, cross sections of
sub-figures and the graph of variation between two variables (length and area).
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Fig. 3 Movement and 3D in an ETMg.ometry

The third example that extends the legacy of ETM3 concerns the idea of
fibration between working spaces. From the outset, it must be said that this idea
seems fairly close to the concept of intra-mathematical modelling where the first
theory allows for the representation of a second and vice-versa. When these theories
offer mutual assistance for representation, communication and processing of the same
object at the software interface (Fig. 4), the links that arise between the different
working spaces from the perspective of interaction with a user, do not have the same
transparency as that which must occur for successful computer programming. In
other words, the panes do not offer views, but the tools have a certain autonomy from
each other, even if the software ensures consistency between the mathematical
reference models. In the same way that the autonomy of the symbolic order is
maintained in relation to what it is supposed to signify, each working space provides
a kind of semiotic-instrumental experiment with features of its own.
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Fig. 4 Fibration between four working spaces: ETM j,ep,rn < ETM 0155 < ETMgeometry
> ETMArithmetic

3.2. CONTRIBUTIONS OF THE MATHEMATICAL WORKING SPACE
MODEL

Mathematical work and the learning of mathematics

As we are well aware, the only way of doing mathematics is to try and solve
specific problems and, in this regard, to ask new questions. From the Brousseau’s
perspective, the concept of devolution appears to be a primary role of the teacher and
a prerequisite for the development of student autonomy. In a way, it takes the idea
that a problem situation is up to the teacher's heritage and that it seeks to make this
heritage to the student leaving him in charge of the resolution. In this sense,
mathematical problems are both a learning opportunity and a chance for the student
to begin mathematical work. However, the distinction between "doing mathematics"
and "learning of mathematics" remains essential, especially when it comes to
encouraging learning or assessment. Already doing mathematics is a highly didactic
activity, which marks the formation or organisation of concepts resulting from the
activity. Still, mathematical working space is not a "place" or "container", but also a
space created by the interactions, that is to say a system of activities or finalised
interactions. In all cases, the description or analysis of mathematical work, whether in
an educational systems or research mechanism becomes possible by raising
interactions - modulo the purpose of the interactions in a system of activities. To
better understand the specific signs and tools for learning mathematics, one must

212 ETM4



question the authenticity of mathematical interaction in an ETM and the
appropriateness of finalized interactions in mathematical work.

In a learning situation, a working space may be suitable if the potential
interactions are suitable for mathematical work. The idea of convenience that is
raised here in terms of epistemological vigilance, that is to say, the suitability
assumed from the outset that the knowledge domain of validity that can form
(conceptualisation) or be implemented (operational) in the working space is
consistent with the mathematical reference models. An example of a working space
that illustrates a lack of epistemological validity is visible via the algebra tiles (Fig.
5). These tiles, originally six in number, (tile "unity" and the tile x, y, xy, x* and y?)
are supposed to help students solve equations of the first or second degree, or to
develop or factorise affine or quadratic expressions. You could think here that
geometry serves as a model for algebra. However, when looking at the tiles closely,
you immediately notice that they are not, for example, a Cartesian product of two
lengths, but that they are of independent significance in relation to possible
measurement quantities that they could represent. In particular, we note that the tile
"unity" is always represented by a square unit, even if the manipulating expression is
affine. To test the suitability of this area of work, we must know the mathematical
structure generated by the algebra tiles and the domain of validity of the problems
they solve.

0 ILLUMINATIONS _
+ Resources for Teaching Math

Fig. 5 Algebra tiles and epistemological vigilance

Concepts, methods and theory
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From a methodological point of view, consideration of interactions, potential
or real, in ETM discussed in the thematic group, allowed us to underline their
importance to the learning process. In the same way that reality can draw
comparisons with "photo" or "video", it is possible: (a) to relate learning (state) by
describing the interactions of a working space, or (b) to explain (evolution) by
comparing an a priori analysis of an appropriate ETM with hindsight interactions (not
necessarily completed) as a result of an experiment. With the latter referring to
didactic engineering, it appears that a good understanding of the realm of possibility,
created by the appropriate ETM in search feature is essential before it can properly
interpret the interactions of students. The model working spaces, with its interactions,
plans and other components, offer a set of appropriate benchmarks for the
interpretation of the mathematical work in a learning context.

More broadly speaking, it has been possible to take account of mathematical
learning consumed (state) or induced (evolution) and show that the model ETM is a
structured and functional reference that ensures continuity between conceptual and
methodological frameworks as a search feature. Although the model of ETM was
designed in the light of research and existing theories, it is not in itself a theory. The
interpretation of the components of an ETM (poles, plans, genesis ...) and the
interactions they undertake to enter or win to rely on complementary theories. The
Theory of Didactic Situations (TDS) of Guy Brousseau or the Decision Theory (DT)
of Alan Schoenfeld, which have not been thought of in terms of work, provide good
examples. Thus, the interaction between the epistemological and cognitive ETM
model can be interpreted in terms of interactions between an epistemological milieu
and epistemic subject (in the TDS), or the seemingly surprising decisions of a teacher
or a student, on the basis of the components of ETM (in the DT). Similarly, the
Activity Theory (AT), was not anticipated for the mathematical aspect of the work,
let alone in a learning environment. Yet AT asserts that the actions take shape and
develop in a situation that can be a social environment (such as a class) made up of
individuals and artefacts, in order to place the functioning of the mind on artefacts
which, following on from this, binds individuals and artefacts in embodied cognitive
acts. Reconciliation seems possible here with semiotics embodied by viewing the
actions of students at the interface of 3D geometry software.

Refining the model

In discussions of the thematic group, we highlighted the fact that the
components of the ETM may, under certain conditions, have a side effect on
genesis. For example, insofar as the instrument is an interaction between a
subject and a tool - the last to be taken here in the sense of a means of action -
and that the work area provides a structured set of interactions, we must add to
the ETM model the idea of fibres that rely more specifically on the components
(Fig. 6). Thus, semiotic tools, both material and notional (notion in the
discursive sense) have an effect on the genesis, since the use of these
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instruments influences the formation of semiotic, notional and material parts of
the instrument. It is a question of internal fibration model that can extend the
external fibration related instruments and genesis. Even in some areas of
mathematics, such as algebra, semiotic material and notional functions of tools
are so clustered as to need to undertake an attempt at defibration to understand
the issues.
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Fig. 6 Example of internal fibration in an ETM
3.3. Back to the work of Topic 2: the questions

The articulation of different approaches punctuated discussions, leading the
group towards the idea that an ETM model is a skeleton on which different
frameworks or theories give substance following questions, problems or difficulties
involved in searches. If some approaches naturally found their place as semiotic or
instrumental theories, others were much less obvious to the point where it was
questioned if they were desirable at all. Without going into detail, sustained attention
has been paid to avoid forcing some inappropriate integrations, particularly so that
the coherence of the didactic intention which is the basis of the model was not lost,
nor to unnecessarily reduce the explanatory force. It is the case, amongst others, of
the APOS theory where genetic dimension is tackled very differently to that of ETM.
However, the friction produced allowed the opportunity to discuss new insights,
pointing to the ambiguities of the model and consider some possible reconciliations.
In short, the group was able to better understand the distinction between what is on
the periphery and what is at the heart of the ETM.

In this way, the model of ETM focuses much attention on the individual over
the group. This characteristic raises a crucial question on collaborative work: how to
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study this type of work in the ETM model? This question is all the more crucial given
that we must recognise the importance of collaborative work in the construction of
mathematical knowledge. The importance of this issue was highlighted with the
presentation of Hitt and further explored through the text of Hitt, Saboya & Cortes.
Thus, while the register of representations of Duval easily fits into the model of ETM
- they are also often mentioned - it has been noted that signs do not necessarily
constitute a register, notably in the modelling task. Moreover, the approach of Duval
is centred on the individual, while the collective plays an important role in learning.
The coverage of collaboration, sign reporting tools and, more generally, social class,
were fed by an eloquent discussion of AT, with special focus placed on the
contributions of Hitt and Lagrange. Given that in AT, mathematical work is finalised
activity that takes place in a certain situation, we must distinguish productive activity
focused on the completion of the task (short term) of constructive activity for
conceptualising (long term). In the model of ETM, we seek to provide and describe
the conditions of mathematical work and to identify interactions finalized for a
subject or a group, as an emerging entity. Nevertheless, several issues of
reconciliation between the model of ETM and AT remain open, if only for the
consideration of representations and the role of social milieu in the alignment of sign
tools. (€2)
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THEME 2

SPECIFICITE DES OUTILS ET DES SIGNES DANS LE TRAVAIL
MATHEMATIQUE

Tomas Recio, Universidad de Cantabria, Espagne
Philippe R. Richard, Université de Montréal, Canada

Laurent Vivier, Université Paris Diderot, France
1. DESCRIPTION INITIALE

Ce theme s’intéressait aux utilisations des outils technologiques et aux signes
considérés en tant que véhicules des connaissances afin de voir dans quelle mesure ils
affectent le travail mathématique (Fig. 1). Nous retenions initialement une double
interrogation relativement a leur impact. Il convenait, en premier lieu, de s’interroger
sur les potentialités qu’offrent les environnements technologiques et les systemes de
signes pour transformer le travail mathématique de 1’éleve. Considérées comme une
composante essentielle de 1’espace de travail mathématique, les interactions entre les
instruments et les signes devaient constituer un point d’ancrage privilégié. La
seconde interrogation découlait de la prise en compte de I’arriere-plan
épistémologique présent dans les ETM. Elle consistait a étudier en quoi 1’utilisation
d’environnements technologiques ou de systemes de signes affecte la construction
épistémologique propre a 1’éleve, guidant son travail mathématique. Cela pouvait
concerner, a titre d’exemple, tant la nature des objets mathématiques qu’il construit
que les preuves mathématiquement acceptables ou le rdle de la démarche
d’investigation.

Outils
et
signes

Fig. 1 Les outils et les signes comme clef interprétative entre le travail mathématique
et les ETM.
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2. CONTRIBUTIONS

Les sessions du theme 2 ont permis la présentation de onze travaux, dont deux
affiches, laissant une large place a la discussion. Si la langue dominante de I’écrit
était 1’espagnol avec six textes, le francais (trois textes) et 1’anglais (deux textes)
furent aussi représentés. Les discussions ont pleinement utilisé le caractere trilingue
de la rencontre ETM4. Les travaux se sont emparés des différents points constituant
le theme 2 comme les systeémes de signes, les représentations sémiotiques, le role des
outils, la visualisation, les signes instrumentés, la coordination (au sens large), les
graphiques et les représentations dynamiques. Alors que sept présentations ont une
entrée principalement technologique, notamment avec les logiciels Geogebra,
SimCalc et Casyopée, le tableau numérique interactif et les vidéos en ligne, les quatre
autres présentations portent plus spécifiquement sur d’autres aspects des outils et des
signes. Nous dressons, au Tabl. 1, un résumé des relations entre chaque contribution,
le domaine mathématique de référence ainsi que les particularités ou les traitements
théoriques de premier plan. Il semble donc que le rapprochement thématique, qui
était aussi une nouveauté organisationnelle lors du symposium — dans I’ETM3, les
outils (theme 2) et les signes (theme 4) €taient étudi€s par deux groupes distincts —,
est une réussite. En outre, la notion de travail collaboratif a été une source importante
de questions au sein du groupe, ce qui permet d’avancer que cette réorganisation a
largement profité au théme 2. Du co6té des contenus mathématiques, méme si I’on
peut voir une prédominance de 1’analyse mathématique dans une large acception, les
domaines abordés sont trés divers: nombres, géométrie, algebre, probabilités,
analyse, aires, fonctions, cinématique, optimisation, algebre linéaire et
transformations. Enfin, plus de deux domaines sont souvent trait€s conjointement,
ouvrant la voie a l’intérét pour la fibration externe, entendue comme étant la
coordination d’ETM relatifs a des domaines mathématiques différents.

Auteurs Domaine Particularités
Titre mathématique
Fernando Hitt, Mireille Saboya & Carlos Cortes Nombres Systemes de signes et
La pensée arithmétique-algébrique comme représentation
prioritaire pour la transition du primaire Travail collaboratif
secondaire a travers [’espace de travail Théorie de I’ Activité

arithmético-algébrique (ETA-a) dans le contexte
des nombres polygonaux

Rosa Paez & Laurent Vivier Nombres Systemes de signes et

Espacio de trabajo matemdtico alrededor de las représentation

desigualdades lineales en una sola variable Registres de
représentation
sémiotique

Miguel A. Abédnades, Francisco Botana, Jesus Géométrie, algebre | Outils, visualisation

Escribano & Inés M. Gémez-Chacon ETM

Distintas herramientas para la
ensefianzalaprendizaje del concepto de lugar
geométrico
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Kuzniak Alain & Drouhard Jean-Philippe

Un point de vue multidimensionnel sur les outils et
les instruments dans les espaces de travail
mathématique

Probabilités,
algebre, géométrie

Outils, signes
instrumentés

ETM,
épistémographie des
savoirs

Charlotte Derouet

Signes et outils technologiques: obstacles pour
une "bonne" interaction entre le calcul intégral et
les lois de probabilités a densité ?

Analyse et
probabilités (aires)

Outils, signes
ETM

Ruth Rivera, Maximiliano De Las Fuentes & Ana
Dolores Martinez

Evaluacion del uso del pizarron electronico como
entorno tecnologico mediador para la ensefianza
de tépicos del cdlculo diferencial

Fonctions

Outil, représentation

Leticia Sanchez Lépez & Luis Enrique Moreno
Armella

Movimiento rectilineo y graficacion: una relacion
simbiotica

Cinématique

Outils, représentation
Epistémologie
historique

Jean-Baptiste Lagrange

Analyse, fonctions

Outils, signes

Functions in technological environments: from instrumentés
multi-representations to connected workspaces (coordination)
Maria Teresa Dévila Araiza & Luis Moreno- Analyse Systemes de signes
Armella (graphiques)

Intuicion y movimiento: hacia una redescripcion
de las ideas intuitivas del cdlculo

Manuel Santos-Trigo, Luis Moreno-Armella &
Matias Camacho-Machin

Contrasting analytic and dynamic problem solving
approaches within the mathematical work space
frame

Géométrie, analyse
(optimisation)

Outils, signes
(coordination)
Problem solving

César Fabian Romero Félix & Asuman Oktac
Coordinacion de registros y construcciones
mentales en un ambiente dindmico para el
aprendizaje de transformaciones lineales

Algebre linéaire
(transformation)

Signes instrumentés,
représentation
dynamique

APOS

Tabl. 1 Résumé des contributions au theme 2

Les possibilités d’intégration d’autres théories au modele des ETM et le choix
du travail mathématique comme thématique globale ont permis a d’autres approches
d’enrichir les discussions, et surtout la problématique de fond. Parmi les approches
utilisées, on peut citer la théorie de ’activité, la théorie APOS (Action-Processus-
Objet-Scheme), la théorie des registres sémiotiques, 1’approche cognitive des
instruments contemporains, 1’épistémologie historique, 1’épistémographie des savoirs

ou I’approche par résolution de problemes.
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3. CADRE DE TRAVAIL ET QUESTIONS DE RECHERCHE OUVERTES
3.1. Spécificité du theme 2

Au cours de I’introduction, nous avons illustré le theme a partir de trois types
d’enjeux dans lesquels I’articulation des outils et des signes affecte visiblement le
travail mathématique. Comme premier exemple, nous avons considéré la notion de
fonction en analyse (Fig. 2). De facon traditionnelle, la représentation, le controle et
I’interprétation de certaines propriétés des fonctions procedent par coordination de
registres (verbal, graphique, tabulaire, analytique ou symbolique). Or, sous certaines
conditions liées a la représentation sur un dispositif informatique, il est possible de
modifier 1’objet fonction en agissant directement sur 1’une de ses représentations, de
sorte que 1’ensemble des registres se coordonne pour représenter le nouvel objet. Ce
type d’expérimentation sémiotico-instrumentale permet de découvrir ou d’explorer
I’incidence des registres pour la représentation mathématique. Une partie des
connaissances en jeu est gérée par 1’outil informatique, mais c’est en réponse a un
questionnement de 1’utilisateur que I’outil et les signes interviennent.
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Variations d'une fonction I

Tableau de variation

Tableau de valeurs

Fig. 2 La découverte médiée dans un ETM,,,,y.

En guise de deuxieéme exemple, nous avons abordé I’effet du mouvement dans
la représentation tridimensionnelle et la variation d’un phénomene modélisé en
géométrie (Fig. 3). On connait d€ja les questions de la reconstitution, sur un écran, du
réel dans ses trois dimensions. L’expérience de la profondeur est généralement
possible a 1’aide de plusieurs types d’indices qui, conjointement, aident a la percevoir
la dimension absente (Blossier et Richard, ETM3). Mais lorsqu’on fait bouger une
construction géométrique, par exemple, a I’aide d’une souris, tel un oeil qui tourne
autour d’une maquette, il semble qu’on recrée ainsi une 3° dimension qui permet
d’engendrer le fil de vues souhaitées avec un ajustement conséquent des indices de
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profondeur. On peut donc «voir» qu’une représentation a I’écran est effectivement
celle de I’objet ou du phénomene que 1’on voulait représenter grice a son apparence
visuelle (approche synthétique), parce que I’on peut en établir la nature par le
raisonnement (approche analytique) ou parce que le modele mathématique qui donne
du sens a la représentation — théorie représentante ou la 3° dimension est le
déplacement — rend cohérent I’expérimentation sémiotico-instrumentale entre les
vues principales, les coupes transversales de sous-figures et le graphique d’une
variation entre deux grandeurs (longueur et aire).

Y [ g BB IES =SS T T e s
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Fig. 3 Mouvement et 3D dans un ETM ¢ merie

Le troisieme exemple qui prolonge I’héritage de I’ETM3 concernait 1’idée de
fibration entre espaces de travail. D’entrée de jeu, il faut dire que cette idée semble
assez proche de la notion de modélisation intramathématique ol une premiere théorie
permet d’en représenter une seconde, et vice-versa. Lorsque ces théories se prétent
mutuellement assistance pour la représentation, la communication et le traitement
d’un méme objet a I’interface d’un logiciel (Fig. 4), I’articulation qui se pose entre les
divers espaces de travail, dans une perspective d’interactions avec un utilisateur, n’a
pas la méme transparence que celle qui doit intervenir pour réussir la programmation
informatique. Autrement dit, les sous-fenétres n’offrent pas que des vues, mais bien
des outils qui jouissent d’une certaine autonomie les uns par rapport aux autres,
méme si le logiciel assure une certaine cohérence entre les modeles mathématiques
de référence. De la méme maniere que 1’autonomie de 1’ordre symbolique se
maintient par rapport a ce qu’il est censé signifier, chaque espace de travail propo