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ESPACES DE TRAVAIL MATHEMATIQUE.
POINTS DE VUE ET PERSPECTIVES

Alain Kuzniak et Philippe R. Richard
Université Paris Diderot et Université de Montréal

Ces actes du troisiéme symposium ETM sont consacrés a 1’étude, au développement et aux usages possibles de
la notion d’Espace de Travail Mathématique (ETM) en didactique des mathématiques. Le travail mathématique
et son fonctionnement dans le cadre scolaire sont a la base de 1’approche par les ETM et, dans cette introduction,
avant de présenter 1’organisation thématique des contributions, nous résumons cette approche théorique. Celle-ci
se propose, de maniére non normative, d’enrichir 1’étude didactique du travail mathématique des éléves et des
professeurs.

1. Une perspective didactique sur le travail mathématique
L’enseignement des mathématiques a connu une profonde remise en question a partir des années soixante et ceci
dans le monde entier. Avant cette période, les systémes scolaires offraient deux types d’enseignement aux
citoyens des pays développés. Aux enfants des milieux populaires était proposé un enseignement court et
essentiellement utilitariste des mathématiques élémentaires. Les enfants de la bourgeoisie, destinés a prendre en
main I’économie et la gestion du pays, avaient la possibilité d’accéder a un enseignement des mathématiques
vues comme une école du raisonnement logique. Dans les deux cas, 1’éléve était placé en position de récepteur
d’un savoir dispensé par des maitres. A partir des années soixante, divers phénoménes ont contribué a changer
les points de vue sur le role des mathématiques et sur la facon de les enseigner. Sans viser a 1’exhaustivité, on
peut signaler la réforme des mathématiques modernes, le développement des recherches sur les apprentissages
des enfants ou encore, la massification de 1’enseignement dans un contexte de concurrence économique et
idéologique.

Pour notre propos, nous retiendrons deux profondes caractéristiques des changements qui se sont
accentués depuis : d’une part, la mise en évidence de la diversité du travail du mathématicien vu comme 1’acteur
principal de la progression mathématique et, d’autre part, ’idée pédagogique de promouvoir 1’activité de 1’éléve
pour le rendre plus apte & développer ses connaissances dans un contexte de résolution de problémes. Dans
chaque cas, le travail mathématique est au cceur de I’évolution, ce qui conduit logiquement a donner a cette
notion une place centrale en didactique des mathématiques.

Le travail auquel nous nous référons porte sur une activité rationnelle orientée vers un but particulier et
pouvant s’appuyer ou non sur 1’usage d’un certain nombre d’instruments et d’artéfacts spécifiques. En
mathématiques, le but de cette activité sera centré sur les objets étudiés par les mathématiciens, « ces étres
humains qui font avancer la compréhension humaine des mathématiques » (Thurston, 1995, p. 29). Nous
considérons alors que la recherche didactique doit s’interroger sur ce travail du double point de vue de
I’apprentissage par les éléves et de I’organisation de cet apprentissage par le professeur, dans le cadre d’un
enseignement favorisant le développement du travail mathématique de 1’¢éléve.

2. La notion d’Espace de Travail Mathématique
La notion générale d’Espace de Travail Mathématique (ETM) étend la notion d’espace de travail pour la
géométrie, introduite par Kuzniak et Houdement (Kuzniak, 2006) dans 1’étude de la didactique de ce domaine.
Elle a été mise au point afin d’aider a mieux comprendre les enjeux didactiques autour du travail mathématique
dans un cadre scolaire. L’espace ainsi congu désigne un environnement pensé et organisé pour permettre le
travail des individus résolvant des problémes mathématiques. Dans le cas des mathématiques scolaires, ces
individus ne seront généralement pas des experts, mais des éleves ou étudiants, confirmés ou débutants.

De I’étude particuliére de la géométrie, nous retenons le principe d’articuler dans ’ETM deux niveaux
(Kuzniak, 2011), I’'un de nature épistémologique, en rapport étroit avec les contenus mathématiques du domaine
étudié, et ’autre, de nature cognitive, qui concerne la pensée du sujet résolvant des tdches mathématiques.

Le travail mathématique résulte alors d’un processus qui va permettre de donner progressivement un
sens, d’une part, a chacun des niveaux épistémologique et cognitif et, d’autre part, d’articuler ces deux niveaux
grace a différentes geneses. Dans le cas de la géométrie, ’ensemble du processus a pu étre décrit a partir des
¢éléments du diagramme suivant (Fig. 1), mais celui-ci nécessitera certaines modifications pour 1’adapter au cadre
général des ETM :

Tous droits réservés © 2014 Le comité éditorial ETM3
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Figure 1 - L’espace de travail géométrique et ses genéses

2.1 Le niveau épistémologique et ses composantes
En ce qui concerne la géométrie, trois composantes en interaction sont caractéristiques de 1’activité géométrique
dans sa dimension purement mathématique :

— un espace réel et local comme support matériel, avec un ensemble d’objets concrets et tangibles ;

— un ensemble d’artéfacts tels que des instruments de dessin ou des logiciels ;

— un systéme théorique de référence basé sur des définitions et des propriétés.
Ces composantes ne sont pas juxtaposées, elles doivent étre organisées selon un but déterminé qui va dépendre
du domaine mathématique dans sa dimension épistémologique. Lorsque [’accent est mis sur le processus
d’apprentissage de 1’éléve dans une situation didactique, ce plan épistémologique peut aussi se considérer
comme un milieu épistéemologique (Coutat et Richard, 2011).

Si les artéfacts et le référentiel théorique restent deux composantes de base de tout plan épistémologique
associé a un domaine mathématique particulier, la composante liée a I’espace et aux configurations géométriques
doit étre modifiée pour I’étendre a d’autres domaines mathématiques. En accord avec une conception des
mathématiques fondées sur des représentations sémiotiques qui va au-dela de la seule considération de systémes
de représentation, il semble pertinent d’utiliser la notion de signe ou representamen, au sens de Peirce. Ainsi, le
signe ou le representamen est une « chose » qui en représente une autre que ce soit son objet ou peut-&tre aussi
lui-méme. Suivant le domaine mathématique concerné, les signes pourront étre des dessins géométriques, des
symboles algébriques ou des graphiques, voire des jetons, des maquettes ou des photos dans le cas de problémes
qui mettent en jeu de la modélisation. A la différence des signes de structure dyadique qui ne retiennent que la
relation de référence entre le signifiant et l'objet représenté, I’idée d’un signe qui est aussi sa propre
représentation invite a revisiter le processus sémiotique lorsque le travail mathématique est en jeu. Ceci est
notamment visible lorsqu’un dessin géométrique, qui est lui-méme une forme, est a la fois representamen et
modele de représentation (Coutat, Laborde et Richard, 2013).

2.2 Le niveau des processus cognitifs
La mathématique enseignée n’est pas un corpus désincarné de propriétés et d’objets réduits a des signifiants
manipulables par des systémes formels, elle est d’abord et principalement une activité humaine. Ainsi, il est
essentiel de comprendre comment des communautés d’individus, mais aussi des individus particuliers, utilisent
et s’approprient les connaissances mathématiques dans leur pratique de la discipline. Il est aussi essentiel de
comprendre comment ils vont donner un sens a tous ces signes et objets tangibles. Cela implique un deuxi¢me
niveau de ’ETM centré sur le sujet vu comme un sujet cognitif. Cette ouverture sur le champ cognitif doit se
faire en étroite relation avec les composantes du niveau épistémologique et, pour rester dans un cadre didactique,
il est possible d’adapter 1’approche sémiotique de Duval (1995, 2005). Pour 1’activité géométrique, ces processus
sont :

— un processus de visualisation relatif a la représentation de 1’espace et au support matériel ;

— un processus de construction, fonction des instruments utilisés (régles, compas, etc.) et des
configurations géométriques en jeu ;

— un processus discursif, qui produit des argumentations et des preuves.

Tous droits réservés © 2014 Le comité éditorial ETM3
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Le processus de visualisation nécessite d’étre précisé pour trouver sa place dans une extension aux ETM. Il doit
étre associé a des schémes et des opérations d’usage des signes dont rien ne prouve a priori qu’ils relévent tous
de la visualisation en tant que telle, méme dans une conception étendue de celle-ci (Fig.2).

Visualisation Preuve

- Construction
Plan cognitif

Genése sémiotique Genése discursive

Genése instrumentale

)

Représentamen

Plan épistémologique

Figure 2 - L’espace de travail mathématique et ses genéses

Ce processus de visualisation « étendue » doit bien €tre distingué de la simple vision ou perception des objets, il
peut étre envisagé comme le processus de structuration des informations apportées par les diagrammes et les
signes. Il nourrit I’intuition des propriétés et il contribue parfois a fonder cognitivement la validité de ces
propriétés. Sous certaines conditions, il peut s’apparenter & un raisonnement de type discursivo-graphique
(Richard, 2004) et pourra s’exprimer a I’intérieur de registres de représentation sémiotique déterminés.

3. Les ETM de référence, idoines et personnels
Dans le cadre théorique des ETM tout comme dans celui des ETG, la notion de paradigme oriente et structure
I’organisation des composantes qui, par leurs fonctions différentes, participent a la spécificité des divers
paradigmes en jeu. Un paradigme s’institue quand une communauté d’individus s’accorde pour formuler des
problémes et organiser leurs solutions en privilégiant certains outils ou certaines formes de pensée. L’espace de
travail « paradigmatique » tel qu’il est alors défini par cette communauté sera appelé ETM de référence. Dans
une institution scolaire donnée, la résolution d’un probléme suppose qu’un ETM idoine a pu étre organisé pour
permettre a un éléve de s’engager dans la résolution du probléme. Cet ETM idoine doit nécessairement remplir
deux conditions : d’une part permettre de travailler dans le paradigme correspondant a la problématique visée,
d’autre part étre « bien construit », dans le sens ou ses différentes composantes sont organisées de maniére
valide. Son concepteur joue ici un réle semblable a celui de I’architecte qui congoit un espace de travail pour des
utilisateurs potentiels. En classe, la conception de cet espace va dépendre de [’ETM personnel du professeur.
Lorsque le probléme est proposé a un éléve, son traitement mathématique par 1’éléve va étre conduit dans I’ ETM
personnel de cet €léve. De ce fait, ’ETM idoine n’est pas figé et il doit sans cesse étre modifié¢ pour s’ajuster aux
contraintes locales.

Ainsi, le travail mathématique dans un cadre scolaire pourra étre décrit grace a trois niveaux d’ETM : la
mathématique visée par l’institution est décrite dans ’ETM de référence. Celui-ci doit étre aménagé par le
professeur en ETM idoine pour permettre une mise en place effective dans les classes, ou chaque éléve
travaillera dans son ETM personnel.

Le choix et I’organisation des taches données aux éléves par leur professeur sont essentiels dans la
constitution de ’ETM idoine, afin qu’il donne la possibilité aux éléves de résoudre de maniére adéquate les
questions proposées, c’est-a-dire de maniére conforme aux attentes institutionnelles décrites de facon plus ou
moins explicite dans ’ETM de référence. Ces choix et la gestion des activités vont dépendre en grande partie de
I’ETM personnel du professeur. L’observation de l’activit¢ des ¢€léves permettra d’identifier leurs ETM
personnels en y repérant d’éventuels sous-ensembles de pratiques stables.

Tous droits réservés © 2014 Le comité éditorial ETM3
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4. Les genéses a I’ceuvre dans les ETM
Le développement par un individu de son travail mathématique s’opére graduellement et passe par la mise en
place progressive de son ETM personnel. Cette genése globale de I’ETM suppose un ensemble de genéses qui
sont interdépendantes et qui concernent toutes les composantes €pistémologiques et les processus cognitifs.
L’activation et le contréle de ces genéses peuvent étre initiés par les enseignants (au niveau de I’ETM idoine). 11
importe de savoir dans quelle mesure, elles sont conformes, en amont, aux attentes définies dans I’ETM de
référence (Kuzniak et Rauscher, 2011 ; Kuzniak, 2013).

Comme nous l'avons vu, les plans épistémologique et cognitif structurent les ETM en deux niveaux et
ils aident a comprendre la circulation des connaissances au sein du travail mathématique. Comment dés lors
articuler de fagon opératoire les niveaux épistémologiques et cognitifs afin de rendre possible le travail
mathématique attendu ? Il nous apparait convenable de s’appuyer sur les trois genéses fondamentales issues du
cadre théorique développé plus haut.

— Une genése instrumentale qui permet de rendre opératoire les artéfacts dans le processus constructif qui
contribue a ’accomplissement du travail mathématique ;

— une genése sémiotique basée notamment sur les registres de représentation sémiotique, qui donne un
sens aux objets de ’ETM et leur confére leur statut d’objets mathématiques opératoires ; cette gencse
sémiotique assure ainsi la mise en relation entre syntaxe, sémantique, fonction et structure des signes
véhiculés ;

— une genése discursive de la preuve qui utilise les propriétés réunies dans le référentiel théorique pour les
mettre au service du raisonnement mathématique et d’une validation non exclusivement iconique,
graphique ou instrumentée.

Afin de définir le travail géométrique dans le cadre des ETG, Coutat et Richard (2011) décrivent les interactions
spécifiques a la démarche géométrique (voir Fig. 4) en caractérisant les trois plans verticaux qui apparaissent
naturellement dans le diagramme des ETG. Dans notre effort de construction théorique des ETM généralisant les
acquis de la recherche sur les ETG, les plans verticaux ainsi introduits vont pouvoir étre reliés aux différentes
phases du travail mathématique mis en ceuvre dans l'exécution d'une tdche : découverte et exploration,
justification et raisonnement, présentation et communication. La réalisation effective de ces phases définira, de
fait, un certain nombre de compétences mathématiques cognitives fondées sur la coordination des genéses dans
leurs relations avec le plan épistémologique (Fig. 3).

Visualisation Preuve
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D¢ Sm-di eﬂt
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) .

Représentamen Référentiel

Artéfacts

Plan épistémologique

Figure 3 — Les plans verticaux dans ’ETM

Un premier type d'interactions (Sem-Ins) privilégie I'identification et l'exploration des objets en s’appuyant sur
les genéses sémiotique et instrumentale pour développer une compétence liée a la découverte de la solution de
problémes mathématiques. Un second type d’interactions (Ins-Dis) développe le raisonnement mathématique
fondé sur la justification des découvertes en articulant les genéses instrumentale et discursive. Enfin, un dernier
type (Sem-Dis) est orienté vers la communication mathématique des résultats et il s'appuiera essentiellement sur
les genéses sémiotique et discursive. La définition exacte de ces plans d’interactions et la description de leurs
interrelations dépend du domaine mathématique spécifique étudié.
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5. Sur les thémes du symposium

Le travail mathématique fédére I’ensemble des contributions a ce numéro et il constitue le cceur scientifique
autour duquel s’est constituée la cohésion de la communauté scientifique lors des symposiums. Sans se
restreindre a 1’élaboration d’un Espace de Travail Mathématique dans son sens technique, 1’objet des
communications retenues pour le numéro spécial vise plus largement & s’interroger sur les dimensions
sémiotiques, cognitives et instrumentales du travail mathématique en n’excluant a priori aucune approche
épistémologique ou didactique. Cet élargissement de la problématique a tout le travail mathématique sous ses
différentes formes avait été soumis a la sagacité des contributeurs a partir de quatre thémes de réflexion que ’on
retrouve dans le présent numéro.

Théme 1 — Le travail mathématique et les ETM
L’objet de ce théme est, d’une part, d’approfondir le modéle théorique défini par les espaces de travail
mathématique et, d’autre part, d’en explorer les utilisations comme outil d’analyse dans des études particulicres.
Utiliser ce modéle dans d’autres domaines que celui de la géométrie suppose une étude particuliére et ciblée des
domaines en question et améne a penser des ETM qui, comme en géométrie, peuvent s’appliquer a I’algébre, a
I’analyse, a I’arithmétique... Pour harmoniser les notations, ces espaces de travail spécifiques, associés a des

domaines d particuliers, seront notés ETM,, c¢’est-a-dire des ETMjgebres ETManatyses ETMarithmetiques --- L €space
de travail mathématique peut étre vu comme une mise en réseau des diverses fibres que constituent les ETM,. La
question se pose alors de savoir comment s’organisent la fibration entre espaces ou le feuilletage des plans. Ces
interactions entre les domaines sont essentielles pour comprendre le fonctionnement global du travail
mathématique et elles forcent en outre la considération des processus de modélisation dans le cadre des ETM,
au-dela des seules questions sémiotiques.
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"Margh,

o g¢ ¢
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Figure 4 — Les plans verticaux dans I’ETG idoine

Théme 2 — Environnements technologiques et travail mathématique
Ce théme s’intéresse spécifiquement a 1’utilisation d’environnements technologiques, non pour eux-mémes, mais
pour préciser dans quelle mesure ils affectent le travail mathématique. De fait, 1’apparition contemporaine de
nombreux instruments a contribué a donner un relief nouveau aux aspects constructifs et aux artéfacts qui
soutiennent 1’exécution du travail mathématique, tant au niveau attendu des éléves qu’au niveau de la recherche
actuelle. On pourra retenir une double interrogation relativement a leur impact.
— En premier lieu, quelles potentialités offrent de tels environnements pour transformer le travail mathématique
de I’éléve ? Du fait de la prise en compte de diverses genéses, il reste avantageux de dépasser la seule approche
instrumentale pour répondre a cette question.
— La seconde interrogation consiste a étudier en quoi 1’utilisation d’environnements technologiques influence la
construction épistémologique de 1’éléve, guidant son travail mathématique. Cela peut concerner, a titre indicatif,
aussi bien la nature des objets mathématiques qu’il construit que les preuves mathématiquement acceptables, de
méme que son rdle en tant que moyen d’investigation.
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Pour exprimer cette interrogation dans le cadre particulier de la géométrie dans des environnements
technologique, Coutat et Richard (2011) ont proposé de caractériser les plans verticaux de ’ETG idoine en
s’appuyant sur I’idée de démarches: validation, modélisation et découverte (Fig. 4). Au regard de la
structuration de I’ETM proposé plus haut (Fig. 3), ces démarches constituent les manifestations des compétences
mathématiques du sujet lors de son travail géométrique.

Théme 3 — Le travail mathématique et les aspects sociaux et institutionnels

De maniére intrinséque, la question des contextes est centrale dans la constitution du travail mathématique. Il
peut s’agir d’une approche interne pour caractériser deux facettes du travail de recherche du mathématicien avec
les contextes de découverte et de justification. Aux contextes précédents, on peut ajouter le contexte d’usage des
mathématiques qui, souvent, est le contexte principal pour les éléves et les utilisateurs usuels des mathématiques,
qui s’intéressent généralement a celles-ci pour la puissance de ses applications. Il est également possible
d’élargir le regard sur le travail mathématique en observant le rdle des institutions particuliéres dans lesquelles
ce travail s’insére, conjointement au jeu des interactions sociales et langagiéres. Le role de formation, initiale ou
continue, des enseignants en mathématiques apparait ici comme un levier institutionnel fondamental.

Théme 4 — Visualisation et représentation dans le travail mathématique

Du fait de la variété des représentations graphiques utilisées dans tous les domaines mathématiques, la question
de la visualisation et de son rdle global dans le travail mathématique se pose inévitablement. Si la visualisation a
fait I’objet de nombreux travaux en géométrie, beaucoup moins de recherches concernent la visualisation dans
d’autres domaines mathématiques, encore que plusieurs publications contemporaines en soulignent I’importance
(Guzman, 1996 ; Alsina et Nelsen, 2006). Ce théme s’intéresse aux notions de flexibilité, a la genése des
registres de représentation sémiotique et plus généralement, a la place de ces registres dans le travail
mathématique, traditionnel ou instrumenté.
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ESPACIOS DE TRABAJO MATEMATICO.
PUNTOS DE VISTA Y PERSPECTIVAS

Alain Kuzniak et Philippe R. Richard
Université Paris Diderot y Université de Montréal

Este nimero especial de la Revista Latinoamericana de Investigacion en Matematica Educativa (RELIME) es el
resultado de distintos articulos elaborados para el tercer simposio Espacio de Trabajo Matematico (ETM), cuyo ,
objeto de estudio es el desarrollo y los usos posibles de la nocion de Espacio de Trabajo Matematico (ETM) en
la didactica de las matematicas. El trabajo matematico y su funcionamiento en el marco escolar estan a la base
del enfoque de los ETM. En esta introduccion se sintetiza el enfoque tedrico, no como algo prescriptivo sino
como una propuesta sugerente para enriquecer el estudio didactico del trabajo matematico de alumnado y
profesorado. Seguidamente, se describe la organizacion tematica de las contribuciones.

1. Una perspectiva didactica sobre el trabajo matematico
A partir de la década de los sesenta se produjo un cuestionamiento fuerte de la ensefianza de las matematicas a
nivel mundial. Antes de este periodo, los sistemas escolares ofrecian dos tipos de ensefianza a los ciudadanos de
los paises desarrollados. De una parte, una ensefianza corta y esencialmente utilitarista de las matematicas
elementales, propuesta a los nifios de los contextos populares. Y por otra parte, a los nifios de la burguesia,
destinados a tomar las riendas de la economia y la gestion de los paises, se les daba acceso a una ensefianza de
las matematicas vista como una escuela del razonamiento logico. En ambos casos, al alumno se le hacia
desempenar el rol de receptor del saber de los maestros. A partir de los afios sesenta, diversos fenomenos
contribuyeron a cambiar los puntos de vista sobre el rol de las matematicas y sobre la manera de ensefiarlas. Sin
querer ser exhaustivos, podemos sefialar la reforma de las matematicas modernas, el desarrollo de las
investigaciones sobre los aprendizajes, o incluso, la masificacion de la ensefianza, en un contexto de mayor
competencia economica e ideoldogica.

Para nuestros fines, subrayaremos dos profundas caracteristicas de los cambios que se acentuaron desde
entonces: de una parte, hacer evidente la diversidad del trabajo del matematico visto como el motor principal de
la evolucion matematica y, por otra parte, la idea pedagdgica de promover la actividad del alumno con miras a
hacerlo mas apto para desarrollar sus conocimientos en un contexto de resolucion de problemas. En este caso, el
trabajo matematico esta en el corazon de la evolucion, lo que lleva légicamente a proporcionar a esta nocion un
lugar central en la didactica de las matematicas.

El trabajo al que nos referimos esta basado en una actividad racional orientada hacia un objetivo particular
que puede apoyarse o no en el uso de un cierto nimero de instrumentos y artefactos especificos. En matematicas,
el objetivo de esta actividad estara centrado en los objetos estudiados por los matematicos, «estos seres humanos
que hacen que avance la comprension humana de las matematicas» (Thurston, 1995, p. 29). Por lo tanto,
consideramos que la investigacion didéctica, en el marco de una enseflanza que favorezca el desarrollo del
trabajo matematico del alumno, debe interrogarse sobre este trabajo desde el doble punto de vista del aprendizaje
de los alumnos, y de la organizacion de la ensefianza por el profesor.

2. La nocién del Espacio de Trabajo Matematico
La nocion general de Espacio de Trabajo Matematico (ETM) amplia la nocion de espacio de trabajo para la
geometria, introducida por Kuzniak y Houdement (Kuzniak, 2006) en el estudio de la didactica de este ambito.
Esta nocion se precisa con objeto comprender mejor lo que, desde el punto de vista didactico, se pone en juego
alrededor del trabajo matematico en un marco escolar. El espacio concebido de esta manera designa, un
ambiente pensado y organizado que facilita el trabajo de los individuos al resuelver problemas matematicos. En
el caso de las matematicas escolares, estos individuos generalmente no seran expertos sino alumnos o
estudiantes, bien a nivel de principiantes o avanzados.

Del estudio inicial de este concepto en Geometria, conservamos el principio que articularel ETM en dos
niveles (Kuzniak, 2011): uno de naturaleza epistemolodgica, en relacion estrecha con los contenidos matematicos
del ambito estudiado y, el otro, de naturaleza cognitiva, que concierne al pensamiento del sujeto que resuelve
tareas matematicas.

El trabajo matematico deriva, entonces, de un proceso que poruna parte da sentidode manera progresiva,
a cada uno de los niveles epistemologico y cognitivo y, de otra parte, permite la articulacion de estos dos niveles
gracias a diferentes génesis. En el caso de la Geometria, el conjunto del proceso se describio a partir de
elementos del diagrama precisado en la Fig. 1. Este necesitara ciertas modificaciones para adaptarlo al marco
general de los ETM:
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Figura 1 - El espacio de trabajo geométrico y sus génesis

2.1 El nivel epistemologico y sus componentes.
En lo que concierne a la Geometria, tres componentes en interaccion son caracteristicas de la actividad
geométrica en su dimension puramente matematica:

— un espacio real y local como soporte material, con un conjunto de objetos concretos y tangibles;

— un conjunto de artefactos como herramientas de dibujo o software;

— un sistema teorico de referencia basado en definiciones y propiedades.

Estas componentes no estan yuxtapuestas, deben ser organizada segin un objetivo que depende del ambito
matematico en su dimension epistemologica. Cuando el acento se pone en el proceso de aprendizaje del alumno,
en una situacion didactica, este nivel epistemologico se puede considerar también como un medio epistemologico
(Coutat y Richard, 2011).

Si los artefactos y el referencial teérico son dos componentes base del nivel epistemoldogico, asociado a un
ambito matematico particular, la componente ligada al espacio y a las configuraciones geométricas deberia ser
modificada si se quiere a extender a otros ambitos matematicos. De acuerdo con una concepcion de las
matematicas fundamentada en representaciones semidticas, que va mas alla de la pura consideracion de sistemas
de representacion, parece pertinente utilizar la nocion de signo o representamen, en el sentido de Peirce. Asi, el
signo o representamen es “algo” que representa otra cosa, que sea su objeto o quiza él mismo. En funcion del
ambito matematico en cuestion, los signos podran ser dibujos geométricos, simbolos algebraicos o graficas,
incluso fichas, maquetas o fotos, en el caso de problemas que ponen en juego la modelizacion. A diferencia de
los signos de estructura diadica, tan habituales en matematicas, la idea de un signo que también es su propia
representacion invita a considerar de otra manera el proceso semidtico cuando el trabajo matematico estd en
juego. Esto es especialmente visible cuando un dibujo geométrico (¢l mismo de una forma) es a la vez
representamen 'y modelo de representacion (Coutat, Laborde y Richard, 2013).

2.2 El nivel de los procesos cognitivos.

Las matematicas que se ensefian no son un corpus desprovisto de propiedades y objetos reducidos a significantes
manipulables mediante sistemas formales. De entrada, las matematicas son principalmente una actividad
humana. De esta manera, es esencial comprender como comunidades de individuos, pero también individuos
particulares, utilizan y se apropian de los conocimientos matematicos en sus practicas de la disciplina.
Asimismo, es esencial comprender como se va a dar un sentido a estos signos y objetos tangibles. Lo que
implica un segundo nivel del ETM, centrado en el sujeto, que a su vez, se contempla como sujeto cognitivo.
Esta apertura hacia el campo cognitivo se debe realizar en estrecha relacion con las componentes del nivel
epistemologico y, para continuar en un marco didactico, se efectia una adaptacion del enfoque semiotico
propuesto por Duval (1995, 2005). Para la actividad geométrica, estos procesos son:

— un proceso de visualizacion relativo a la representacion del espacio y al soporte material;

— un proceso de construccion que depende de los instrumentos utilizados (regla, compas, entre otros) y

configuraciones geométricas en juego;

— un proceso discursivo que produce argumentaciones y pruebas.
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El proceso de visualizacion necesita ser precisado para encontrar su lugar en una extension a los ETM. También,
se debe asociar a esquemas y operaciones de uso de los signos, de los que nada nos prueba que dependan, a
priori, de la visualizacion en si, incluso en una concepcion extensa de ésta (Fig. 2).
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Figura 2 - El espacio de trabajo matematico y sus génesis

Este proceso de visualizacion «extensa» se debe distinguir de la simple visién o percepcion de los objetos, y se
puede considerar como el proceso de estructuracion de las informaciones aportadas por los diagramas y los
signos. Ademas, este proceso alimenta la intuicion de las propiedades y, a veces, fundamenta cognitivamente la
validez de estas propiedades. Bajo ciertas condiciones, puede emparentarse con un razonamiento de tipo
discursivo-grafico (Richard, 2004) y podra expresarse al interior de registros de representacion semidtica
determinados.

3. Los ETM de referencia, idoneos y personales.

En el marco tedrico de los ETM, asi como en el de los ETG, la nociéon de paradigma orienta y estructura la
organizacion de las componentes que, debido a sus funciones diferentes, participan en la especificidad de los
diversos paradigmas en juego. Un paradigma se instituye cuando una comunidad de individuos acuerda formular
problemas, asi como organizar sus soluciones, privilegiando ciertas herramientas o ciertas formas de
pensamiento. Al espacio de trabajo «paradigmatico», tal como es definido por esta comunidad, se le llamara
ETM de referencia. En una institucion escolar dada, la resolucion de un problema supone que un ETM idéneo se
puede organizar para permitir a un alumno comprometerse en la resolucion del problema. Este ETM idoneo debe
necesariamente cumplir dos condiciones: por una parte, posibilitar el trabajo en el paradigma correspondiente a
la problematica considerada; de otra parte , estar «bien construido», en el sentido en que sus diferentes
componentes estan organizadas de manera valida. El disefiador desempefia un rol parecido al del arquitecto que
disefia un espacio de trabajo para usuarios potenciales. En clase, el disefio de este espacio va a depender del
ETM personal del profesor. Cuando el problema se proponea un alumno, el tratamiento matematico que éste le
da le conduce al ETM personal de este alumno. Debido a esto, el ETM idoneo no es fijo y se debe modificar
continuamente para ajustarse a las restricciones locales.

De esta manera, el trabajo matematico en un marco escolar se puede describir gracias a tres niveles de
ETM: la matematica considerada por la institucion que se describe en el ETM de referencia. Este es desarrollado
por el profesor hasta alcanzar un ETM idéneo que permita un establecimiento efectivo en clase, donde cada
alumno trabaja en su ETM personal.

La eleccion y la organizacion de las tareas propuestas a los alumnos por los profesores son esenciales en
la constitucion del ETM idoneo. Ofrece la posibilidad de resolver, de manera adecuada, lo que se les propone, es
decir, conforme a las expectativas institucionales descritas de manera mas o menos explicita en el ETM de
referencia. Estas elecciones y la gestion de las actividades van a depender, en gran parte, del ETM personal del
profesor. La observacion de la actividad de los alumnos permitira identificar sus ETM personales identificando
posibles subconjuntos de practicas estables.
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4. Las génesis de los ETM.

El desarrollo por un individuo de su trabajo matematico se lleva a cabo gradualmente y pasa por el
establecimiento progresivo de su ETM personal. Esta génesis global del ETM supone un conjunto de génesis que
son interdependientes y que involucran a todas las componentes epistemologicas y a los procesos cognitivos. La
activacion y el control de estas génesis se pueden iniciar por los profesores (en el nivel del ETM idéneo). Es
importante saber en qué medida, éstas se adecuan en su origen, a las expectativas definidas en el ETM de
referencia (Kuzniak y Rauscher, 2011; Kuzniak, 2013).

Como lo vimos, los niveles epistemologico y cognitivo estructuran los ETM y ayudan a comprender la
circulacion de los conocimientos en el seno del trabajo matematico. ;Como articular de manera operatoria los
niveles epistemologicos y cognitivos con el fin de hacer posible el trabajo matematico esperado? Nos parece
adecuado apoyarse en tres génesis fundamentales que derivan del marco tedrico desarrollado previamente.

— una génesis instrumental que hace funcional les artefactos en el proceso constructivo que contribuye al
trabajo matematico ;

— una génesis semiotica basada particularmente en los registros de representacion semidtica, que
proporciona un sentido a los objetos del ETM y les confiere su estatus de objetos matematicos
operatorios; esta génesis semiotica asegura, el establecimiento de la relacion entre sintaxis, semantica,
funcién y estructura, de los signos vehiculados;

— una génesis discursiva de la prueba que utiliza las propiedades en el referencial teérico para ponerlas al
servicio del razonamiento matematico y de una validacion no exclusivamente iconica, grafica o
instrumentada.

A fin de definir el trabajo geométrico en el marco de los ETG, Coutat y Richard (2011) describen las
interacciones especificas del enfoque geométrico (ver Fig. 4) caracterizando los tres planos verticales que
aparecen en el diagrama de los ETG. En nuestro afan de construccion tedrica de los ETM que generalizan los
saberes adquiridos en la investigacion sobre los ETG, los planos verticales introducidos, de este modo, se
podrian conectar con las diferentes fases del trabajo matematico implementado en la ejecucion de una tarea:
descubrimiento y exploracion, justificacion y razonamiento, presentaciéon y comunicacion. De hecho, la
ejecucion efectiva de estas fases definira un cierto nimero de competencias matematicas cognitivas
fundamentadas en la coordinacion de las génesis en sus relaciones con el plano epistemologico (Fig. 3).
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Figura 3 — Los planos verticales en el ETM

Un primer tipo de interacciones con objeto de desarrollar una competencia ligada al descubrimiento de Ila
solucion de problemas matematicos privilegia la identificacion y la exploracion de los objetos apoyandose en las
génesis semidtica e instrumental.. Un segundo tipo de interacciones desarrolla el razonamiento matematico,
fundado en la justificacion de los descubrimientos, articulando las génesis instrumental y discursiva. Finalmente,
un ultimo tipo estd orientado hacia la comunicacion matematica de los resultados y se apoya esencialmente en
las génesis semiodtica y discursiva. La definicion exacta de estos planos de interacciones y la descripcion de sus
interrelaciones depende del ambito matematico especifico que se haya estudiado.
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5. Tematicas de este simposio
El trabajo matematico que aqui se presenta no soélo recoge las contribuciones si no que es expresion de la
“cohesion” y del “corazén” de la comunidad cientifica que ha participado en los simposios. Sin restringirse a la
elaboracion de un Espacio de Trabajo Matematico en su sentido técnico, el objetivo de las conferencias elegidas
en esta monografia se interrogan ampliamente acerca de las dimensiones semioticas, cognitivas e instrumentales
del trabajo matematico, no excluyendo a priori ningiin enfoque epistemologico o didactico. Esta extension de la
problematica al trabajo matematico en un sentido amplio se propuso a los participantes desde los cuatro temas de
reflexion especificados en este nimero.

Tema 1- El trabajo matematico y los ETM

El objetivo de este tema es, por una parte, profundizar en el modelo teérico definido por los espacios de trabajo
matematico y, de otra parte, explorar las utilizaciones que como herramienta de analisis tiene en estudios
especificoss. Utilizar este modelo en otros ambitos distintos al de la Geometria conlleva un estudio particular y
especifico de los 4mbitos en cuestion para ser aplicados al Algebra, al Analisis, a la Aritmética, entre otros...
Para armonizar las notaciones, estos espacios de trabajo especificos, asociados a dominios especificos d, se
denotaran ETM,, es decir, ETMjgebra, ETManatisis, ETMaritmeticas €tc.. El espacio de trabajo matematico se puede
entender como una red que ponga en relacion las diversas fibras que constituyen los ETM,. La cuestion es saber,
entonces, cOmo se organizan la red de fibras entre espacios o la superposicion de los planos. Estas interacciones
entre los dominios especificos son esenciales para comprender el funcionamiento global del trabajo matematico
y ellas obligaran, ademas, a considerar los procesos de modelizacion en el marco de los ETM, mas alla de las
puras cuestiones semioticas.

Representante

Configuracion

Sujeto epistémico

Génesis video-figural Génesis discursivo-grafico
Proceso de modelizacion

0
¢ des
CUbri .
mlent
0

Génesis instrumental

)

Medio epistemoldgico

Figura 4 — Los planos verticales en el ETG idoneo

Tema 2 — Ambientes tecnologicos y trabajo matematico
Este temase centra especificamente enla utilizacion de ambientes tecnoldgicos y en qué medida afectan el trabajo
matematico. De hecho, la aparicion contemporanea de numerosos instrumentos ha contribuido a dar un relieve
nuevo a los aspectos constructivos y a los artefactos que sostienen la ejecucion del trabajo matematico, tanto en
el nivel esperado de los alumnos como en el nivel de la investigacion actual. Podremos considerar un doble
cuestionamiento relativo a su impacto.
— En primer lugar, ;qué potencialidades ofrecen estos ambientes para transformar el trabajo matematico del
alumno? Como consecuencia de la inclusion de diversas génesis, es conveniente ir mas alla del enfoque
instrumental para responder a esta pregunta.
— La segunda cuestion consiste en estudiar en qué, la utilizacion de entornos tecnoldgicos influye en la
construccion epistemoldgica del alumno, guiando su trabajo matematico. Ello puede concernir, a titulo
indicativo, tanto a la naturaleza de los objetos matematicos que él construye, como a las pruebas matematicas
aceptables, asi como su funcion como medio de investigacion.
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Para expresar este interrogante en el marco particular de la Geometria en ambientes tecnoldgicos, Coutat y
Richard (2011), propusieron caracterizar los planos verticales del ETG idéneo, apoyandose en la idea de
procesos: validacion, modelizacion y descubrimiento (Fig. 4). En lo que concierne a la estructuracion del ETM
propuesto arriba (Fig. 3), estos procesos constituyen las manifestaciones de las competencias matematicas del
sujeto en el momento de su trabajo geométrico.

Tema 3 — El trabajo matematico y los aspectos sociales e institucionales

De manera intrinseca, la cuestion de los contextos es central en la constitucion del trabajo matematico. Se puede
tratar como un enfoque interno para caracterizar dos facetas del trabajo de investigacion del matematico con los
contextos de descubrimiento y de justificacion. A los contextos precedentes, podemos afiadir el contexto de uso
de las matematicas que, con frecuencia, es el contexto principal para los alumnos y los usuarios habituales de las
matematicas, quienes se interesan generalmente en éstas debido a la potencia de sus aplicaciones. De la misma
manera, es posible expandir la mirada sobre el trabajo matematico observando el rol de las instituciones
particulares en las que este trabajo se inserta, junto al funcionamiento de las interacciones sociales y de lenguaje.
El papel de la formacion, inicial o continuada, de los profesores de matematicas aparece ya como una palanca
institucional fundamental.

Tema 4 — Visualizacion y representacion en el trabajo matematico

Debido a la variedad de los graficos utilizados en todas los ambitos de las matematicas, la cuestion de la
visualizacion y de su rol en el trabajo matematico se plantea inevitablemente. Si la visualizacion fue el objeto de
numerosos trabajos en geometria, son escasas las investigaciones que abordan la visualizacion en ambitos
matematicos, aunque varias publicaciones contemporaneas subrayen su importancia (Guzman, 1996, Alsina y
Nelsen, 2006). Este tema se interesa por los conceptos de flexibilidad, en la génesis de los registros de
representacion semidtica y, mas generalmente, en el lugar de estos registros, en el trabajo matematico,
tradicional o instrumentado.
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SPACES FOR MATHEMATICAL WORK.
VIEWPOINTS AND PERSPECTIVES

Alain Kuzniak et Philippe R. Richard
Université Paris Diderot and Université de Montréal

These proceedings of the third ETM symposium are devoted to the study, development and possible applications
of the Space for Mathematical Work (ETM) concept in the didactics of mathematics. The mathematical work
and its functioning within the school setting are the foundation of the ETM approach, and in this introduction,
before presenting the thematic organization of the contributions, we will summarize this theoretical approach. Its
goal is to enrich, in a non-normative manner, the didactic study of the mathematical work of the students and the
teachers.

1. A didactic perspective on mathematical work
The teaching of mathematics has been subject to a profound reexamination since the beginning of the 1960s, and
that in the entire world. Before this period, the school systems offered two types of teaching to the citizens of the
developed countries. The children with working class background were offered a brief and essentially utilitarian
training in elementary mathematics. The children of the bourgeoisie, whose destiny was to take in their own
hands the economy and the governing of the country, were given the opportunity to have access to a teaching of
the mathematics regarded as schooling in logical reasoning. In both cases, the student was placed in the position
of recipient of knowledge dispensed by the teachers. Starting from 1960s, various phenomena have contributed
to a change in the views on the role and the way of teaching of mathematics. Without pretending to be
exhaustive, one can mention the reform of modern mathematics, the development of the research on the learning
experience of children, or also, the massification of the education in a context of economic and ideological
competition.

For the purpose of our discussion, we will retain two profound characteristics of the changes which
have become accentuated since: on the one hand, bringing to light the diversity of the work of the mathematician
viewed as the main actor in the advance of mathematics and, on the other hand, the pedagogical idea of
stimulating the student’s activity in order to enhance the student’s ability to develop his or her knowledge in a
problem-solving context. In each case, the mathematical work is in the core of the evolution, which leads
logically to placing this concept centre stage in the didactics of mathematics.

The work we are referring to is a rational activity that is oriented towards a specific goal and is able to
rely or not on the use of a certain number of specific instruments and artefacts. In the mathematics, the purpose
of this activity must be centred on the objects studied by the mathematicians, “these human beings working to
advance the human understanding of mathematics” (Thurston, 1995, p. 29). Therefore, we consider that the
didactic research should be concentrated on this double point of view — the learning experience of the students
and the organization of this learning experience by the teacher within the context of a schooling that favours the
development of the mathematical work of the student.

2. The Space for Mathematical Work concept
The general Space for Mathematical Work concept (ETM) expands the work space concept in geometry,
introduced by Kuzniak and Houdement (Kuzniak, 2006) in the study of the didactics in this area. It was
developed in order to help for better understanding the didactical challenges around the mathematical work in a
school environment. The space conceived in this way designs a well-thought and organized environment in order
to permit the work of the individual solving mathematical problems. In the case of school mathematics, these
individuals, generally, are not experts but pupils or students, experienced or beginners.

From the specific study of the geometry we retain the principle for articulation of two levels in the ETM
(Kuzniak, 2011), the one of epistemological nature, in a close relation with the mathematical content of the
studied area, and the other of cognitive nature, related to the thinking of the person solving mathematical tasks.

Therefore, the mathematical work results from a process which permits to impart, on the one hand,
progressively a meaning to each of the epistemological and cognitive levels and, on the other hand, to formulate
these two levels thanks to different geneses. In the case of geometry, the entire process could be described
proceeding from the elements of the following diagram (Fig. 1), but it would need certain modifications in order
to adapt it to the general framework of the ETM:
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Figure 1 — The Space for Geometric Workspace and its geneses

2.1 The epistemological level and its components
As regards the geometry, three components in interaction are characteristic for the geometric activity in its
purely mathematical dimension:

— areal and local space as support material, with one set of concrete and tangibles objects;

— aset of artefacts such as drawing instruments or software;

— atheoretical reference system based on definitions and properties.
These components are not juxtaposed, they must be organized according to a predetermined goal which will
depend on the mathematical domain in its epistemological dimension. While the emphasis is on the process of
learning of the student in a didactic situation, this epistemological plan can be considered also as an
epistemological environment (Coutat and Richard, 2011).

If the artefacts and the theoretical referential remain two basic components of any epistemological plan
associated with a specific mathematical domain, the component linked to the space and to the geometrical
configurations must be modified in order to be expanded to other mathematical domains. In accordance with one
concept of the mathematics based on semiotic representations, which goes beyond the single consideration of
systems of representation, it seems pertinent to use the term sign or representamen, in the sense of Peirce.
Therefore, the sign or the representamen is “something” which represents something else that can be its object or
maybe also itself as such. Following the respective mathematical domain, the signs can be geometrical images,
algebraic symbols or graphics and even tokens, models or photos in the case of problems that involve modelling.
Unlike the signs with dyadic structure, which retain only the relation of reference between the signifier and the
represented object, the idea of a sign, which is also its own representation, invites to revisiting the semiotic
process when the mathematical work is at stake. This is particularly visible when a geometrical image, which
itself is a form, is at the same time representamen and model of representation (Coutat, Laborde and Richard,
2013).

2.2 The cognitive process level
The mathematics that is taught is not a disembodied set of properties and objects reduced to signifiers that can be
manipulated by formal systems — it is first of all and mainly a human activity. Therefore, it is essential to
understand how communities of individuals, but also specific individuals, use and internalize the mathematical
knowledge in their practice of the discipline. It is also essential to understand how they will impart a meaning to
all these tangible signs and objects. This implies a second level of the ETM centred on the subject viewed as a
cognitive subject. This introduction to the cognitive field must be made in close relation to the components of
the epistemological level and, in order to remain within the didactical framework, it is possible to adapt the
semiotic approach of Duval (1995, 2005). For the geometrical activity, these processes are as follows:

— aprocess of visualization related to the representation of the space and the support material;

— aprocess of construction and function of the used instruments (rulers, compass, etc.) and the respective
geometrical configurations;

— adiscursive process producing arguments and proves.
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The process of visualization needs to be specified precisely in order to find its place in an extension to the ETM.
It must be associated with the diagrams and operations of use of the signs, about which nothing proves a priori
that they all pick up the entire visualization as such, even within its extended conceptualization (Fig.2).
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Semiotic genesis Discursive genesis

Instrumental genesis

)

Representamen

Epistemological plan

Figure 2 - The Space for Mathematical Work and its geneses

This process of “extended” visualization has to be well distinguished from the simple vision or perception of the
objects; it can be envisaged as a process of structuring the information provided by the diagrams and the signs. It
nourishes the intuition of the properties and sometimes contributes to establishing cognitively the validity of
these properties. Under certain conditions, it can be likened to a reasoning of a discursive-graphical type
(Richard, 2004) and can be expressed in the interior of the registers of a determined semiotic representation.

3. The reference, adequate and personal ETM
Within the theoretical framework of ETM, just as within that of ETG, the paradigm concept orients and
structures the organization of the components which, due to their different functions, participate in the specifics
of the different paradigms at play. A paradigm is instituted when a given community of individuals agrees to
formulate problems and organize their solutions by prioritizing certain tools or certain forms of thinking. The
“paradigmatic” workspace, such as it is defined by this community, will be called a reference ETM. In a given
educational institution, the solving of a problem assumes that an adequate ETM could be organized in order to
permit to a student to participate in the solving of the problem. This adequate ETM must necessarily fulfil two
conditions: On the one hand, to permit work in the paradigm that corresponds to the problems in question; on the
other hand, to be “well designed” in the sense that its different components are organized in a valid manner. Its
designer plays here a role that is similar to that of the architect who designs a workspace for the potential users.
In the classroom, the design of this space will depend on the personal ETM of the teacher. When the problem is
assigned to a student, its mathematical treatment by the student will take place within the personal ETM of this
student. Based on this fact, the adequate ETM is not fixed and has to be continuously modified in order to adjust
itself to the local constraints.

Therefore, the mathematical work within school settings can be described at three ETM levels: The
mathematics as seen by the institution is described in the reference ETM. It must be converted by the teacher
into adequate ETM to permit its effective implementation in class where everyone will work in his/her personal
ETM.

The choice and organization of the tasks given by the teacher to the students are essential in the
constitution of the adequate ETM, so that the teacher gives an opportunity to the students to solve in an adequate
manner the questions offered, i.e. in a way that is in conformity with the institutional expectations described
more or less explicitly in the reference ETM. These choices and the management of the activities will depend to
a large extent on the personal ETM of the teacher. The observation of the activity of the students will permit to
identify their personal ETMs by identifying in them eventual sub-assemblies of stable practices.
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4. The geneses of the work in the ETM
The development by an individual of his mathematical work takes place gradually and passes through a gradual
approach to the implementation of his personal ETM. This global genesis of the ETM supposes the use of a set
of geneses which are interdependent and concern all epistemological components and the cognitive processes.
The activation and the control of these geneses can be initiated by the teacher (at the level of the adequate ETM).
It is important to know to what extent they are in conformity upstream with the expectations defined in the
reference ETM (Kuzniak and Rauscher, 2011; Kuzniak, 2013).

As we see it, the epistemological and cognitive plans structure the ETM in two levels and help to
understand the circulation of the knowledge within the mathematical work. How then, proceeding from here, to
formulate in an operative manner the epistemological and cognitive levels in order to make possible the expected
mathematical work? We think that it is appropriate to use as a base the three fundamental geneses of the
theoretical framework developed above.

— Instrumental genesis, which permits to make operational the artefacts in the constructive process
contributing to the accomplishment of the mathematical work;

— semiotic genesis based namely on the registers of the semiotic representation which gives meaning to
the ETM objects and confers to them their status of operative mathematical objects; in this way, this
semiotic genesis ensures the relationships between syntax, semantics, function and structure of the
conveyed signs;

— discursive genesis of the proof used by the properties combined together in the theoretical referential in
order to put them in service to the mathematical reasoning and to a non-exclusively iconic, graphic or
instrumented validation.

In order to define the geometrical work within the framework of the ETG, Coutat and Richard (2011) describe
the interactions that are specific to the geometrical approach (see Fig. 4) by characterizing the three vertical
plans which appear naturally in the diagram of the ETG. In our effort to provide a theoretical construct of an
ETM by generalizing the achievements of the research on the ETGs, the vertical plans introduced in this way can
be related to different phases of the mathematical work implemented within the execution of a given task:
discovery and exploration, justification and reasoning, presentation and communication. The effective realization
of these phases will define de facto a certain number of cognitive mathematical competences based on the
coordination of the geneses in their relations with the epistemological plan (Fig. 3).
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Figure 3 — The vertical plans in the ETM

A first type of interactions favours the identification and exploration of objects on the basis of the semiotic and
instrumental geneses in order to develop a competence related to the discovery of a solution of the mathematical
problems. A second type of interactions develops the mathematical reasoning on the basis of justification of the
discoveries and formulating the instrumental and discursive geneses. And finally, one last type is oriented
towards the mathematical communication of the results and is based essentially on the semiotic and discursive
geneses. The exact definition of these plans of interactions and the description of their interrelations depend on
the specific mathematical domain that is studied.
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5. About the themes of the symposium

The articles in this issue are centred on the mathematical work and it constitutes the scientific core around which
the cohesion of the scientific community was formed during the symposium. Without limiting themselves to the
elaboration of a Space for Mathematical Work in its technical sense, the object of the articles retained for the
special issue is devoted on a wider scale to the study of the semiotic, cognitive and instrumental dimensions of
the mathematical work without excluding a priori any epistemological or didactic approaches. This expansion of
the problematic to include the entire mathematical work in its different forms has been submitted to the wisdom
of the contributors starting with four subjects for reflection, which one can find in the present issue.

Theme 1 — The mathematical work and the ETM
The object of this theme is, on the one hand, to go deeper into the theoretical model defined by the Space for
Mathematical Works and, on the other hand, to explore their use as analytical tool in specific studies. The use of
this model in other domains than geometry supposes a specific and targeted study of the areas in question and
suggests thinking about ETMs which, as in the geometry, can be applied to the algebra, the analysis, the
arithmetic... In order to harmonize the notations, these specific workspaces, associated to the specific domains d,

will be notated as ETMy, i.e. ETMuigebras ETManatysiss ETMarithmetics --- The Space for Mathematical Work can be
viewed as a network of diverse fibres constituting the ETM,. Therefore, the question is to know how the links
between the spaces or the browsing of the plans are organized. These interactions between the domains are
essential for understanding the global functioning of the mathematical work and, in addition, they require taking
into consideration the processes of modelling within the framework of the ETMs, besides the purely semiotic
questions.
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Figure 4 — The vertical plans in the adequate ETG

Theme 2 — Technological environments and mathematical work
This theme is interested specifically in the use of technological environments not for themselves, but to specify
to what extent they affect the mathematical work. In fact, the emergence of many new contemporary instruments
has contributed to the formation of a new relief of the constructive aspects and the artefacts supporting the
execution of the mathematical work both at the level expected by the students and the level of the current
research. One can put a double question mark with respect to their impact.
— In the first place, what are the potentials of such environments for transforming the mathematical work of the
student? By taking into consideration the diverse geneses, it is advantageous to move out of the instrumental
approach in order to answer this question.
— The second question requires to study in what aspects the use of technological environments influences the
epistemological formation of the student, guiding his/her mathematical work. This can concern, for illustrative
purpose only, the nature of the mathematical objects constructed and the acceptable mathematical proofs, as well
as its role as a research instrument.
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In order to express this question within the specific framework of geometry in the technological environments,
Coutat and Richard (2011) have proposed to characterize the vertical plans of the adequate ETG by basing them
on the approach idea: validation, modelling and discovery (Fig. 4). As regards the structuring of the ETM
proposed above (Fig. 3), these approaches constitute the manifestations of the mathematical competences of the
subject in the course of the geometrical work.

Theme 3 — The mathematical work and its social and institutional aspects

Intrinsically, the question of the contexts is central in the constitution of the mathematical work. It can be about
an internal approach in order to characterize two facets of the research work of the mathematician with the
discovery and justification contexts. One can add to the preceding contexts the context of use of the mathematic,
which is often the main context for the students and the regular users, who are generally interested in it because
of the power of its applications. It is also possible to expand the view on the mathematical work by observing the
role of the specific institutions, into which this work is inserted, along with the play of the social and linguistic
interactions. The role of the education, the initial or continuous one, and of the mathematic teachers appears here
as a fundamental institutional lever.

Theme 4 — Visualization and representation in the mathematical work

From the fact of the variety of the graphical representations used in all domains of mathematics, the question
about the visualization and its global role in the mathematical work inevitably arises. While the visualization has
been object of numerous research works in geometry, there are much fewer works on the visualization in other
areas of mathematics, although many contemporary publications emphasize their importance (Guzman, 1996;
Alsina and Nelsen, 2006). This theme is interested in the topics of flexibility, in the genesis of the semiotic
representation registers and, more generally, in the place of these registers in the mathematical work, traditional
or instrumented.
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Quel espace de travail géométrique pour les éléves au Québec ? Pour les
futurs enseignants ?

RESUMEN

Este trabajo tiene como objetivo describir los diferentes ETG se puede encontrar en el
Programa de Educacion in Quebec, en los libros de texto y en las salas de clase, en
comparacion con el ETM utilizado por los estudiantes universitarios que participan en
los programas de ensefianza a las escuelas primarias. Ocurre que la distincion entre los
ETG a los niveles primario y secundario de la educacion no es clara. Tienden a ser
conectados a algun tipo de parcelada GII (GII / gl), pero un estudiante puede salir bien
cuando trabaja en una GI asumida (GI / gll). Asi que los estudiantes universitarios que
participan en los programas de enserianza a las escuelas primarias funcionan en un ETG
personal que puede estar cerca del de sus futuros alumnos. El desafio es, entonces,
ofrecer a los estudiantes universitarios la oportunidad de trabajar en otro ETG durante
su sesion de didactica de la geometria.

PALABRAS CLAVE: GEOMETRIA; ESPACIOS DE TRABAJO GEOMETRICO, EDUCACION DE
LOS FUTUROS PROFESORES EN LA ESCUELA PRIMARIA.

ABSTRACT :

This paper aims to describe the different GWS one can find in the Quebec Education
Program, in the textbooks and in the classrooms, in comparison with the GWS used by
university students involved in primary school teaching programs. It occurs that the
distinction between the GWSs at primary and secondary levels of education is not clear
cut. They tend to be connected to some kind of parcelled out GII (Gll/gl) but a student
can be successful when working in an assumed GI (Gl/gll). So the university students
involved in primary school teaching programs work in a personal GWS which may be
close to their futures pupils’ one. The challenge is then to offer the university students an
opportunity to work in another GWS during their geometry training session.

KEY WORDS: Geometry, Geometrical Working Spaces, Presevice Primary School
Teachers’ Training

RESUMO:

Este trabalho tem como objetivo descrever os diferentes ETG pode ser encontrado na
Educagcdao em Quebec, em livros e salas de aula, em comparag¢do com ETM usado por
estudantes universitarios que participam em programas de aprendizagem escolas
primarias. Acontece que a distingdo entre a ETG aos niveis primario e secunddrio de
educagdo ndo é clara. Eles tendem a ser ligado a algum tipo de parcelar GII (GII / gl),
mas um estudante pode ter sucesso quando se trabalha em um GI assumiu (GI / GII).
Assim, os estudantes universitarios que participam em programas educacionais para
escolas de ensino fundamental operar em uma ETG pessoal pode estar perto de seus
futuros alunos. O desafio é oferecer aos estudantes universitarios a oportunidade de
trabalhar em outro ETG durante a sua sessdo de ensino de geometria.
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Palavras-chave: Geometria, Espacos do Trabalho geométrico de futuros professores de
Educagao na escola primaria.

RESUME

Cette contribution vise a décrire les différents espaces de travail géométrique liés aux
programmes de formation de [’école québécoise au primaire et au secondaire, ceux qui
sont mis en ceuvre dans les manuels et dans les classes et celui dans lequel fonctionnent
bon nombre d’étudiants dans le cadre de la formation initiale des maitres. Il résulte de
ces differentes études que la distinction entre les ETG visés au primaire et au secondaire
n’est pas clairement explicitée. Il semble que ceux-ci s ’appuient plutot sur une géométrie
GII morcelée (GII/GI) mais que les éleves peuvent réussir en travaillant dans un ETG
personnel relevant d’'une géométrie GI assumée (Gl/gll). Il découle de ce constat que les
futurs enseignants du primaire fonctionnent dans un ETG personnel proche de, voire
identique a celui de [’éleve du primaire. Le défi des cours de didactique en formation
initiale des maitres est donc d’amener les futurs enseignants du primaire a un ETG
personnel distinct de celui de leurs futurs éleves.

Mots clés : Géométrie, Espaces de travail géométrique, formation initiale des maitres du
primaire

INTRODUCTION

Plusieurs recherches se sont intéressées aux difficultés rencontrées par les futurs
enseignants du primaire, en mathématiques et tout particulierement en géométrie
(Boublil-Ekimova, 2010). Ces difficultés sont autant de I’ordre des connaissances
géométriques théoriques que des conceptions de I’enseignement de la discipline (Burton,
Detheux-Jehin et Fagnant, 1997). Mais, ce constat établi, on peut aussi se poser la
question de 1'origine de ces difficultés chez les ¢tudiants. En analysant le parcours d’un
¢tudiant au fil de sa scolarité, on peut imaginer trouver une explication au phénomene.
Au Québec, les programmes de mathématiques actuels sont implantés depuis 2001 au
primaire et 2005 au secondaire. Les manuels appliquant ces programmes sont
contemporains et ont €té approuvés par le ministére de I’éducation (MELS). Il est donc
tout a fait vraisemblable que les connaissances des étudiants ne soient que le reflet (le
fruit?) de I’enseignement qu’ils ont regu et des apprentissages qu’ils en ont retirés. Nous
allons donc analyser successivement les programmes du primaire et du secondaire et
quelques activités extraites de manuels. Les activités choisies sont extraites de deux
collections rédigées par les mémes auteurs (Clicmaths au primaire, Perspective au
secondaire; éditions Grand Duc — HRW) et portent sur 1’é¢tude des quadrilatéres. Nous
considérons que cette situation est particulierement intéressante pour étudier 1’évolution
dans les attentes des auteurs en lien avec leur interprétation du programme. Les outils
théoriques sur lesquels s’appuie cette ¢tude sont les suivants: les paradigmes
géométriques tels que définis par Houdement-Kuzniak (2006) et les espaces de travail
géométrique (ETG) tel que définis par Kuzniak (2010). En particulier, nous étudierons le
passage d’une « géométrie naturelle » (GI) a une géométrie « axiomatique naturelle »
(GII), celui-ci ayant été identifi¢ comme difficile a mettre en ceuvre dans les classes alors
qu’il est déterminant pour les apprentissages des éleéves (Braconne-Michoux, 2008). Nous
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nous attarderons aussi sur le réle accordé aux instruments de géométrie dans les
constructions géométrique, et sur la notion de figure géométrique comme objet théorique.

ESPACE DE TRAVAIL GEOMETRIQUE AU PRIMAIRE
On peut lire dans le paragraphe de présentation de la discipline :

La pratique de la mathématique fait appel a 1’abstraction. Bien que son
enseignement gagne toujours a prendre appui sur des situations et des objets
concrets, il doit néanmoins se donner comme objectif de traiter dans I’abstrait
des relations entre les objets ou entre les €léments d’une situation. Ainsi, un
objet triangulaire devient une figure géométrique, et donc un sujet d’intérét
pour le mathématicien, a partir du moment ou il traite, par exemple, des
relations qu’entretiennent entre eux ses cOtés, ses sommets et ses angles. »

(p. 124)

Dans ce préambule le passage de 1’objet concret a I’objet abstrait est explicite : « I’objet
triangulaire devient une figure géométrique » et le mot « figure » semble avoir le sens
défini par Laborde et Capponi (1994), en tant que représentant d’un objet géométrique
théorique. En termes de paradigmes géométriques, on pourrait inférer que le but de
I’école primaire est d’amener les €léves a travailler dans une géométrie théorique de type
GIL

Si I’on s’intéresse aux objectifs a atteindre en géométrie, on peut remarquer que la
référence a un paradigme ou un autre n’est pas explicite. En effet pour chacun des cycles
de I’école primaire on peut lire :

Au premier cycle1 1’¢leve [...] dégage des régularités géométriques
facilement observables et développe le sens de la mesure pour décrire son
environnement, se le représenter et s’y mouvoir. ...

Au deuxieme cycle, 1’¢éléve [...] décrit et classifie des objets géométriques
selon leurs attributs. Il construit des relations géométriques complexes et
travaille avec des instruments et des unités de mesure non conventionnels
relatifs aux surfaces et aux volumes. ...

Au troisieme cycle, I’¢éléve [...] poursuit 1I’étude d’objets géométriques selon
leurs attributs, la construction de relations géométriques, ... » (p. 129)

On peut supposer qu’ainsi rédigé, le programme respecte d’une certaine fagon la tradition
québécoise ou les propriétés des figures dont établies sur des cas isolés, validées le plus
souvent par la mesure, puis généralisées. La liste des « savoirs essentiels » et la
« progression des apprentissages » qui completent le programme, précisent que les

Voir Annexe 1 pour la correspondance entre les systémes scolaires frangais et québécois.

Tous droits réservés © 2014 Le comité éditorial ETM3

21



Actes ETM3 Troisieme symposium Espace de Travail Mathématique

propriétés des figures a connaitre concernent les longueurs de cotés, les valeurs d’angles,
le parallélisme et la perpendicularité (Ile mot « diagonale » n’est pas dans le programme).
Le classement attendu des figures est le classement inclusif mais les activités qui doivent
aboutir a cette classification ne sont pas explicitées. Ce classement est-il établi en
travaillant dans GI (visualisation, mesurage), dans GII (déduction), dans une géométrie
GI assumée (GI/gll) (ou les validations peuvent étre faites par mesurage et ou « certains
théorémes démontrables en GII, sont utilisés comme des outils techniques évitant la
meure ou facilitant le calcul » (Kuzniak, 2010, p. 80)), ou dans une géométrie GII
morcelée (GII/GI) (ou « le modéle de référence est la géométrie d’Euclide [...] (mais) les
propriétés s’appuient pour leur genese sur I’intuition de 1’espace » (ibid. p. 80))? Aucune
indication n’est donnée sur les activités a mener pour atteindre ces objectifs. On peut
imaginer que, selon la tache, I’éléve sera amené a travailler en GI ou en GII et que le rdle
de la mesure sera déterminant mais nous n’avons pas d’indication sur les ETG dans
lesquels les ¢éleves doivent travailler. On peut aussi remarquer que les constructions a
I’aide des instruments ne sont pas mentionnées dans le programme. Elles sont évoquées
une seule fois, dans les attendus de la compétence 2 en fin de ler cycle: « [L’¢éleve]
construit des figures planes [..]. ». On peut donc s’interroger sur la place réservées aux
constructions dans les enseignements et donc sur le réle qui leur est attribu¢ dans les
apprentissages des ¢éleves, en termes de paradigmes : GI ou GII? Ces remarques montrent
que le programme de I’école primaire au Québec n’est pas explicite sur les objectifs a
atteindre et les moyens pour les atteindre. L’ETG de référence au sens de Kuzniak, visé
par I’institution, est donc trés lacunaire. On peut raisonnablement penser qu’en fin de
primaire il reléve d’une géométrie GII morcelée (GII/GI) dans la mesure ou des
considérations que I’on peut qualifier de proto-axiomatiques sont a enseigner (attributs
des figures) alors que les supports sur lesquels les €léves travaillent sont des dessins
auxquels on attribue le statut de figures et que toutes les validations sont visuelles ou
instrumentées : la mesure jouant un role déterminant dans le passage de GI a GII en lui
accordant moins de précision dans la validation.

Que proposent les manuels? Dans le chapitre sur les quadrilatéres de Clicmath 4e année
primaire (voir figures 1 et 2), on trouve sur la méme page deux activités ou I’éléve peut
travailler dans GI ou en GI assumée (GI/gll). Les constructions demandées dans
I’exercice 3 (figure 1) doivent étre réalisées a la reégle sur du papier quadrillé. Pour la
construction du losange, I’éléve peut mettre en ceuvre des propriétés de symeétrie,
d’¢égalités de longueur ou de parallélisme. Il peut aussi la terminer « a I’ceil » en se
reproduisant globalement la figure prototypique qu’il connait. Selon les procédures que
I’éléve mettra en ceuvre, une telle activité pourra relever d’une GI assumée (I’¢éleve
applique des théorémes comme des outils techniques) ou de GI (perception globale de la
figure). La construction du parallélogramme peut se faire selon des procédures diverses
qui relévent des mémes paradigmes (GI ou GI assumée) : translation du segment MN
(glissement du c6té qui « penche pareil ») ou tracé de deux segments de méme longueur
qui suivent le quadrillage. La construction du trapéze peut se faire dans GI; 1’¢éleve
tragant deux segments de longueurs différentes en suivant le quadrillage.
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Reproduis 3 fois le segment de droite ci-contre
sur la feuille qu‘on te remettra. Utilise une régle. N
Chaque segment sera |'un des c6tés d'un
quadrilatére. A

0 A partir du premier segment, /1
trace un losange. /

0. partir du deuxieme segment, /’

trace un parallélogramme. M

G A partir du troisieme segment,
trace un trapéze,

Figure : Clicmath 4e année (n°3 p. 65)

Repére 3 quadrilatéres différents dans I'illustration ci-dessous.
Identifie chacun de ces quadrilatéres a Iaide des lettres qui sont prés des sommets.
Indique les différences entre ces quadrilatéres.

B D

Figure : Clicmath 4e année (n°4 p. 65)

L’exercice 4 est un exercice d’observation qui demande a 1’¢éléve de repérer des figures et
des sous-figures; il peut répondre de maniére perceptive (apparence globale de la figure)
mais aussi valider ses réponses en mesurant a la régle ou en vérifiant avec son équerre, :.
Dans tous les cas, il travaille en GI.

Dans le méme manuel, une année plus tard, on trouve dans le chapitre sur le cercle
(figure 3), le probléme suivant :

2 Fgune imposde
Daans o figura cicontng, k& pont & & ke point © sont les Cantas
de dei Canches Ce e oy on,

Salan tol, ke quadiiialans: ABRCD ast-i un losange 7

Troive die Dons anguments Dour Cofsaincs
AL une camardde qua fu os oeson

Figure : Clicmath 5e année Vol. A-1 (p. 53)

Pour répondre a cette question, I’éléve peut tout d’abord dire : « ¢’est un losange parce
que c¢a se voit » auquel cas il ne respecte pas le contrat. Il peut aussi mesurer les
longueurs des cotés du quadrilatere (propriété connue) et se convaincre que celui-ci est
un losange. Dans les deux cas 1’¢leve travaille dans GI. Mais la consigne précise :
« Trouve de bons arguments... ». Ainsi, par contrat, I’éléve comprend qu’il ne peut se

Tous droits réservés © 2014 Le comité éditorial ETM3

23



Actes ETM3 Troisieme symposium Espace de Travail Mathématique

limiter a des réponses aussi laconiques. On peut alors imaginer qu’il va énumérer toutes
les propriétés du losange et du cercle qu’il connait (ou qu’il constate), espérant ainsi
emporter la conviction de ses camarades. Il est peu vraisemblable que ces propriétés
soient organisées selon un raisonnement hypothético-déductif (démonstration formelle).
L’¢leve fonctionne dans une géométrie GI assumée (GI/gll). Concrétement, on peut
penser que I’enseignant aura un réle a jouer pour guider I’¢léve dans 1’¢laboration d’une
« réponse convaincante ». D’ailleurs, dans le guide de 1’enseignant, la réponse proposée
est la démonstration qui se situe clairement dans GII (voir annexe 2). Nous avons ici un
exemple ou I’ETG de I’¢leve (ETG personnel) et 'ETG attendu par les auteurs du
manuels (ETG idoine) ne sont pas les mémes; le dessin n’a pas le méme role, les
validations sont le fruit de raisonnements distincts. Avec 1’aide de 1’enseignant, les €éléves
ont une opportunité d’approchée une nouvelle géométrie : GII morcelée ou sont
développés « des ilots hypothético-déductifs autour des propriétés de quelques figures de
base » (Kuzniak, 2010, p. 80-81).

En résumé, nous pouvons dire que du point de vue des paradigmes géométriques, au
primaire, les €léves travaillent spontanément en GI. Les propriétés des figures (triangles
et quadrilatéres) qu’ils connaissent sont établies a partir de généralisations. Elles tendent
par habitude et usage répété a avoir un caractere théorique, faisant alors glisser 1’¢léve de
GI vers une GII morcelée (GII/GI). Mais ce glissement n’est pas assuré dans la mesure
ou, notre connaissance des pratiques enseignantes en témoigne, les éléves n’ont pas
réellement I’occasion de faire la distinction entre les dessins qu’ils observent ou qu’ils
produisent et les objets théoriques représentés et dont il est question lorsqu’on aborde le
classement des figures par inclusion, par exemple. Ceci témoigne de la difficulté a gérer
le passage de GI a GII (Braconne-Michoux, 2008). On pourrait dire que les différents
ETG rencontrés a 1’école primaire sont : un ETG visé par I’institution qui semble reposer
sur une géométrie GII morcelée, un ETG apparaissant dans les manuels qui vise a
rencontrer le précédent, en prenant en compte que les ¢léves commencent a travailler
dans GI et un ETG personnel qui se situe clairement dans GI. Mais le passage entre GI et
GII n’est jamais explicité et le dessin peut avoir le statut de figure, a I’insu de 1’¢leve
(voir figure 3).

ESPACE DE TRAVAIL GEOMETRIQUE AU SECONDAIRE

Les programmes du secondaire s’inscrivent dans la suite de celui du primaire et du point
de vue du raisonnement et de la géométrie, on avance dans 1’abstraction comme en
témoignent ces extraits du programme de ler cycle du secondaire :

En géométrie, [I’¢éléve] passe de 1’observation au raisonnement. Il énonce et
mobilise des propriétés, des définitions et des relations pour analyser et
résoudre une situation-probléme. Il construit des figures au besoin, a 1’aide
d’instruments ou de logiciels de géométrie dynamique. (p. 241)

Il se familiarise avec les définitions et les propriétés des figures qu’il utilise
pour résoudre des problémes a I’aide de déductions simples. (p. 243)

Dans ce méme programme, dans une note de bas de page a propos des contenus de
formation, on peut lire : « Dans un espace géométrique dont la dimension est donnée (0,
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1, 2 ou 3), une figure géométrique est un ensemble de points servant a représenter un
objet géomeétrique tel qu’un point, une droite, une courbe, un polygone, un polyedre. »

(p- 58)

Les termes du premier paragraphe semblent indiquer que ’ETG visé par I’institution
s’approche d’une géométrie GII assumée (GII/gl) au sens de Kuzniak (2010). Dans le
programme du second cycle, il semble que I’ETG que 1’¢léve devrait maitriser s’approche
d’une géométrie GII morcelée (GII/GI). En effet, on peut lire :

Au cours de sa formation, 1’¢léve passe d’une géométrie intuitive, basée sur
I’observation, a une géométrie déductive. C’est par les constructions et leur
explicitation qu’il découvre les propriétés des figures. Petit a petit, il se
dégage de la prise de mesures comme base de ses raisonnements pour
recourir plutodt a la déduction. En s’appuyant sur des données, des hypotheses
de départ ou des propriétés admises, il démontre des conjectures non
évidentes qui servent, a leur tour, a en prouver de nouvelles. (p. 53)

Si on se réfere aux contenus de formation c’est-a-dire aux propriétés géométriques que
I’¢léve doit connaitre a la fin de chaque cycle du secondaire2, on s’apercoit que celles-ci
sont présentées sous le titre « Enoncés de géométrie euclidienne » et sont rédigées sous la
forme de faits géométriques tels que : « Toutes les médiatrices des cordes d’un cercle se
rencontrent au centre de ce cercle » (ler cycle, p. 261) ou « Le milieu de [’hypoténuse
d’un triangle rectangle est équidistant des trois sommets» (2e cycle, p.131). Le
programme ne donne pas d’exemple d’utilisation de ces propriétés au sein d’une
démonstration ou d’un raisonnement hypothético-déductif. Le nombre de propriétés (les
« attributs » de I’école primaire) a connaitre est plus grand mais leur utilisation reste mal
définie. On peut donc se poser la question du changement de paradigme géométrique
dans le passage de 1’école primaire au secondaire. L’ETG visé par I’institution est-il un
ETG s’appuyant sur une géométrie GII morcelée (GII/GI) de fagon a amener 1’¢léve dans
un nouvel espace de travail? L’étude des manuels pourrait nous apporter des éléments de
réponses.

Pour cela, on reprendra en exemple le chapitre sur les quadrilatéres, tel que proposé par le
manuel Perspective de Secondaire 1, manuel rédigé par la méme équipe qui a produit
Clicmath et que nous avons ¢étudié au paragraphe précédent. On peut constater que la
trace écrite de la legon (figure 4) se limite aux définitions des quadrilatéres et qu’elles

11 est sans doute important de noter que 1’étude des propriétés des figures géométriques s’arréte en
secondaire 3. En secondaire 4 le programme de géométrie se réduit a la trigonométrie dans le triangle
rectangle et en secondaire 5, ne sont abordées que les figures équivalentes (en aire ou en volume) et les
transformations géométriques dans le plan cartésien. Les autres propriétés géométriques sont a lire dans
le paragraphe « Recherche de mesures manquantes mettant a profit des propriétés de figures et des
relations ».
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sont toutes proposées a partir des cotés et des angles droits (donc reprises du primaire);
les propriétés des diagonales sont évoquées en bas de paragraphe.

" Mes outils

Les quadrilatéres

3 définition
En gdomdtrle, wne dafinilh est un snsemble d attributs qui permer
de distinguer un type de figures parmi d'aulres.

Exemple : Voicl la définition unnvennnnnelle de l‘.‘luelques quadriatéres.

: ' .
t Perdiiicg d’etﬂiﬂi pamlleles

r i
: dmpuesdwm '
l Corkuchant 'achau:ems mrnémques :
i H e .
i Redtangle ; quatre angles droits. {/‘} ¥ j L’j
i i
F_ T x>
| Losange | quire cBtés somériques. N\( <> {1
i
e e A e e o oo 3
| | quatre ohtds momdmiques i
| Carré et quatre angles droits, {:3 ;
Les propriétés
Lorsquion assacie un atiribeat & un type de figure, on obtieat
une proprigre,

Exemple : Dans un losange, les diagonales sont perpendiculaires.

Selon sa d&finilion et ses proprieiés, une Rgure géométrique peut porter
diftérents noms. Exempie : Un carré est une sorte de losange, de rectangle,
de cerfwolant, de parallélogramme et de trapdze.

Figure : Perspective Secondaire 1 vol. Al (p. 88)

Le manuel de I’enseignant est néanmoins trés précis sur les distinctions a faire entre
définition (nombre minimal d’« attributs ») et propriété d’un quadrilatére ainsi que sur la
classification inclusive des quadrilatéres (voir Annexe 3). De ce point de vue, les auteurs
du manuel prennent en charge, pour le professeur, le passage de GI a GII, prenant pour
acquis que la géométrie de I’école primaire releve exclusivement de GI et celle du

secondaire de GII.

Les activités proposé€es ensuite aux ¢léves vont montrer que le passage GI-GII est
difficile a enseigner.

Ainsi, dans I’activité n°1 (figure 5), on peut s’interroger sur le fait que 1’on ne demande
pas de nommer les quadrilatéres particuliers qui viennent d’étre construits.
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*@ Al'aide de tes instruments de géométrie, trace:
ﬁ a) un parallélogramme ayant un caté de 5 em
B) un losange comprenant un angle intérieur de 70°;
¢) un trapéze n*ayant que deux cdtés isométriques ;
d} un parallélogramme ayant des diagonales perpendiculaires ;
e} un losange ayant des dlagonaies lsométriqgies ;

F} un rectangle dont les diagonaies sont perpendiculaires.

Figure : Perspective Secondaire 1 vol. Al (activité 1 p 89)

Dans le manuel de I’enseignant (Vol. Al; partie 1), en commentaire & cette activité, on
peut lire :

En tracant les figures demandées, les €léves auront une autre occasion de
manipuler leurs instruments de géométrie et d’améliorer leur habileté a
construire des figures avec précision. Vérifier particulierement leur habileté a
tracer des lignes parall¢les ou des lignes perpendiculaires. (p. 89)

Le corrigé (Annexe 4) se limite a donner les noms des quadrilatéres particuliers. Il n’est
donc plus question de travailler le passage de GI a GII. On peut alors espérer que
I’enseignant aura [D’initiative d’interroger les ¢€léves sur les situations particuliéres
associées aux trois dernieres questions.

Dans I’activité 4 (figure 6), 1’éléve manipule des cure-dents pour ensuite tracer des
figures. Sa validation est donc avant tout perceptive.
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Four exécuter L2 Bache dacrite ci-dessous, 1u as besoin
de deux cure-dents d'égale longueur et d'un troisiéme, i
plus court. i

Les illustrations ci-dessous rmontrent comment
former un quadrilatére en utifisant deux cure-dents comme diagenales,

‘f En procédant de la méme manigre et en sunant les consignes ci-dessous,
trace le quardrilalére formé dans chague cas. Nomme e quadrilaiése,
en justifiant ta réponse.

a} Flace deux cure-dents de langueurs différentes de manitre
quils e croicent en leur milieu.

b} Flace deux cure-dents identiques de maniére qu'ils se crofsent
en leur miliew.

) Place deux cure-dents de longueurs différentes de manidre
qu'ils se croisent perpendiculairement et que ['un passe
par ke milieu de "antre

4) Place deux cure-dents Identiques de manigre quiils se raisent
perpendiculairement el que I"un passe par le milieu de 'autre,

2} Place deux cure-dents de longueurs diffsrentes de maniére
qurils se croisent perpendiculairament en leur milisu

oy

) Place deax cure-dents identiques de maniére qu'lls se croisent ﬁ _'ul

perpendiculairement 2n leur mitisu, 1
Figure : Perspective Secondaire 1 vol. A1 (n°4 p 90)

Comme il lui est demandé de justifier sa réponse, il est invité a citer les propriétés des
diagonales des quadrilatéres, propriétés qu’il a découvertes dans 1’activité d’introduction.
Ici on peut considérer que 1’¢léve travaille dans GI avec des outils de GII, donc dans un
ETG s’appuyant sur une gé¢ométrie GI assumée (GI/gII).

L’exercice 9 p. 92 (figure 7) est un exemple de la difficulté¢ a gérer le passage de GI a
GIL

Je crofs qu'il s'agit
dun guire
paredidfogrimine,

J 5 Chaque quadrilatére cache un autre quadrilaténe.

)f_ Crest ce que croit Dorothde aprés avoir relié
les paints milieus de chacun des cités successifs

.E—q d'un parallélogramme.

A la maniére de Dorothée, pawrsuit cette expérience
en répondant & chacune des quastions ¢i-dessous,
Dans chagque cas, justifie ta reponse a aide

de propriétés géomatrigues.

o

Quel quadrilatére oblient-on en relimnt les poinls
miies

a) d'un cané?
b) d'un rectangle ?

¢} d'un losange ¥

Figure : Perspective Secondaire 1 vol. A1 (n°9 p 92)

En effet, la tradition québécoise veut qu’en géométrie, la figure soit faite en vraie
grandeur, a partir de mesures données et a 1’aide des instruments; le soin dans le tracé est
déterminant. L’¢léve a toujours dans la possibilit¢ de prendre des mesures pour établir
une conjecture, sa conviction, voire sa validation. Mais dans cet exercice aucune mesure
n’est donnée, le soin et la précision ne seront que des aides pour conjecturer. Les €leves
ne connaissent pas le «théoréme des milieux » dans le triangle et sont donc dans

Tous droits réservés © 2014 Le comité éditorial ETM3



Actes ETM3 Troisieme symposium Espace de Travail Mathématique

I’impossibilit¢ de donner une justification qui releve de GII. La « meilleure » réponse
qu’ils puissent donner est le constat de la position des diagonales du nouveau quadrilatére
et la nature du quadrilatére qui y est associ¢e. C’est d’ailleurs ce qui est proposé¢ en
corrigé dans le manuel de I’enseignant ou les positions des diagonales sont décrites
comme ¢étant « verticales » et « horizontales » (voir Annexe 4). Cet exercice pourrait
relever d’une activité en GII mais les éléves n’ont pas les moyens de 1’aborder comme tel
et ils restent dans une, validation instrumentée donc en GI. On peut aussi considérer que
cette situation est révélatrice de la difficulté a gérer le passage GI-GII.

Enfin il nous parait intéressant de signaler que, comme en primaire, dans le chapitre sur
le cercle on propose aux é¢éleves d’étudier le quadrilatére formé par les rayons de deux

cercles qui se coupent (voir figure 8).

-

a A l'aide d'un logiciel de géométrie
dynamique, on a tracé deux cercles,
% l'un de centre A, l'autre de centre B.
Les deux cercles se croisent
aux points C et D.

[
a) Détermine de quel type (
de quadrilatére est le polygone D

ADBC. Justifie ta réponse.

{1

€
N

NS

Le logiciel permet de faire K L 2
subir les modifications e
suivantes a cette figure.

1) On peut modifier la position 2) On peut modifier le rayon d’un cercle
d’un cercle sans changer son rayon. sans changer la position de son centre.

. )

el

om

)

e Pz

b) Comment pourrais-tu modifier la figure originale pour que le quadrilatére
ADBC devienne un losange ? Explique ta réponse.

Figure : Perspective Secondaire 1 vol. Al (n°3 p. 96)

Cette activité, présentée dans un contexte d’utilisation d’un logiciel de géométrie
dynamique, se termine par la question posée en b) qui est proche de celle qui lui a été
posée dans le manuel de Se année primaire. La différence est que, ici, le losange n’est pas
dessiné mais des images illustrant les variations des rayons et des centres sont autant de
guides pour 1’¢léve. On peut penser que I’éleve donne la méme réponse qu’en Se année
primaire, et continue de travailler dans le méme paradigme. Le guide de I’enseignant
donne une réponse plus laconique que dans le manuel de primaire comme si une telle
réponse allait de soi pour les éléves (voir Annexe 5).
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Cette breve étude montre que, dans certains manuels du secondaire3, les taches proposées
sont des constructions en vraie grandeur (aux instruments) et les remarques (ou
conjectures) attendues sont fortement liées a la qualité du dessin ou au théme étudié. La
validation de la réponse est perceptive ou instrumentée. L’¢éléve peut continuer de
travailler en GI voire GI assumée (GI/glIl), comme il le faisait a I’école primaire. Il arrive
cependant qu’on lui demande des justifications et ce serait 1a I’occasion d’amener 1’¢éleve
a changer de paradigme. Les justifications ou démonstrations demandées ne nécessitent
qu’une seule propriété et 1’¢léve confond la citation de cette propriété avec 1’évidence du
dessin qu’il a sous les yeux en se limitant a faire une phrase liant les informations qui
sont dans I’énoncé et la conjecture qu’il vient d’émettre. (On pourra, & ce sujet, se
reporter a 1’analyse approfondie des problémes de ce type faite par Tanguay (2002;
2010)). Dans ’ETG personnel, le dessin a un statut de figure mais 1’¢léve n’est pas en
mesure de distinguer les données du probléme des conclusions qu’il peut en tirer a I’aide
d’un raisonnement hypothético-déductif. On peut imaginer que les dessins a main levée
apporteraient un grand changement dans 1’activité des ¢léves en termes de raisonnement
hypothético-déductif. On peut conclure que ’ETG proposé dans les manuels repose sur
une géométrie GII assumée voire morcelée alors que les €léves peuvent continuer de
fonctionner dans un ETG personnel s’appuyant sur GI.

ESPACE DE TRAVAIL GEOMETRIQUE DES ETUDIANTS EN FORMATION DES MAITRES

Les programmes actuels de primaire et de secondaire ont été implantés respectivement en
2001 et en 2005. Ainsi bon nombre d’étudiants d’aujourd’hui ont suivi I’enseignement
que nous avons décrit dans les paragraphes précédents. La plupart des étudiants au
Baccalauréat en enseignement primaire ont arrété 1’apprentissage de la géométrie en
secondaire 3 soit, pour ce qui concerne I’Universit¢ de Montréal, 7 années avant
d’aborder le cours de didactique de la géométrie. On peut donc facilement imaginer que
leurs ETG personnels s’appuient sur une géométrie GI assumée, peut-&tre au mieux sur
une géométrie GII morcelée, mais rares sont ceux qui fonctionnent dans un ETG
personnel reposant sur une géométrie GII assumée. Autrement dit bon nombre
d’¢tudiants ont un ETG personnel qui n’est sans doute pas treés différent de celui d’un
¢leve de primaire (Boublil-Ekimova, 2010). C’est 1a tout le défi de la formation initiale
des enseignants en géométrie au primaire.

Afin d’illustrer notre propos, nous rapportons ici deux expériences de classe.

Nous avons demandé aux étudiants de faire [’activité proposée en introduction a
I’identification des quadrilatéres dans le manuel Presto Se année (éditions CEC) (figure
9):

D’autres manuels font des choix didactiques différents, en particulier a propos de 1’institutionnalisation
des propriétés des diagonales des quadrilatéres.

Minh s’amuse a former des polygones a I'aide de cure-dents.
Comment doit-il disposer 4 cure-dents pour former un quadrilatére
qui n'est pas un carré?

Figure 9: Presto 5° année (activité d'introduction)
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Plusieurs étudiants ont d’abord ¢té¢ déstabilisés par le fait de ne pas avoir de véritables
cure-dents a leur disposition; leur remplacement par des stylos a été finalement accepté et
certains d’entre eux n’ont produit que des carrés. Ils ne pouvaient former que la figure la
plus particuliére qui soit : un carré en position prototypique sur la table. Ces mémes
¢tudiants pouvaient reconnaitre un losange parmi des quadrilateres, savaient en dessiner
un en position prototypique. Ceux qui ont été en difficulté sur cette question étaient les
mémes qui avaient eu des difficultés a accepter les classifications inclusives des
quadrilateres et des triangles. Pour eux les figures se distinguent les unes des autres de
maniere exclusive. Ces étudiants fonctionnant en GI ont alors des connaissances
inadaptées a I’enseignement au primaire (Burton, Detheux-Jehin et Fagnant; 1997).

Nous avons aussi choisi de proposer aux étudiants 1’activité reproduite ci-dessous
(figure 10), extraite de Reperes IREM (1993) et qui, a priori, demande un travail en GII
morcelée a tout le moins.

Probléme:

OLM estun triangle. Le point N appartientau segment OM. De plus ZONL=50° ; ZOLM =100° ; ZOML=30° etLM =15
cm.

La figure ci-contre est mal construite ; elle ne correspond pas aux données.
Construire une figure envraie grandeur.

Rapporterla démarche utilisée.

Figure 10: construction de triangles

Pour un grand nombre d’entre eux, la démarche a consisté a construire soigneusement, a
I’aide des instruments, le triangle OLM en respectant les mesures indiquées. La position
du point N sur le segment [OL] a été établie a I’aide du rapporteur qu’ils ont fait glisser
sur le segment [OM] pour que le c6té de 1’angle passe par L, au besoin en utilisant une
régle par-dessus le rapporteur pour garantir la « précision » de la construction. Alors que
tous les étudiants connaissaient la propriété de la somme des angles d’un triangle, nombre
d’entre eux ne 1’ont pas utilisée pour organiser leur construction (utilisation de GII pour
construction dans GI). Les validations spontanées ont consisté a vérifier que les mesures
d’angle étaient exactes, en particulier que I’angle ZLNO mesurait bien 50°. Rares ont été
les étudiants a repérer que le triangle OLN est isocele en L. La correction en classe a été
I’occasion de valoriser leurs connaissances théoriques et leur mise en ceuvre dans une
construction. Cette activité a €té une occasion unique de passage vers un nouvel ETG
plus théorique.

En résumé, on peut dire que les étudiants au Baccalauréat en enseignement primaire —
comme leurs futurs éléves — ont une perception de la géométrie comme un art de faire des
constructions soignées a 1’aide d’instruments (régle, équerre, rapporteur), avec soin et
précision (fonctionnement relevant de GI). Méme s’ils connaissent les propriétés
théoriques (relevant de GII), les occasions de les utiliser dans des raisonnements
hypothético-déductifs sont rares ; les propriétés se lisent et se déduisent avant tout sur le
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dessin. Les futurs enseignants et leurs ¢léves ont donc des ETG personnels trés proches.
Il est évident que ces étudiants ne sont pas responsables de cette situation. La formation
de ces enseignants a propos de la géométrie représente donc un trés grand défi. Les
programmes du secondaire en géométrie se distinguant peu du programme de primaire —
les changements de paradigmes ne sont pas clairement établis —, ne donnent pas la
possibilité aux futurs maitres du primaire de fonctionner dans un autre ETG que celui
qu’ils ont utilisé eux-mémes a I’école primaire et qu’ils auront a enseigner.

CONCLUSION

En conclusion, on peut voir que la tradition de I’enseignement de la géométrie au Québec
du primaire jusqu’a la 3e année du secondaire, s’inscrit en GI puis, peut-&tre sur une
géométrie GII morcelée (GII/GI). Mais nous avons vu que le passage GI — GII pouvait
étre difficile a gérer pour les auteurs de manuels. Le défi sur lequel repose la formation
des maitres du primaire en didactique de la géométrie est donc le suivant : amener les
¢tudiants qui ne fonctionnent qu’en GI parce que les programmes le permettent jusqu’en
Secondaire 3, a fonctionner dans une géométrie plus théorique (GII) pour que leurs
connaissances personnelles se distinguent de celles de leurs futurs éléves. Nous avons vu
que les contenus des manuels ne sont pas toujours un soutien pertinent et le temps de
formation est trés court pour permettre aux €tudiants une telle adaptation. Aussi, en
amont de ce défi, on peut aussi penser que c’est sur les enseignants actuels du secondaire
que repose la charge, la responsabilité de faire passer les ¢éleves de GI a GII (et de
préférence une GII « pas trop morcelée ») alors que le programme n’est pas précis sur ce
point. Autrement dit le défi de la formation initiale des maitres du primaire deviendrait-il
le défi de la formation des maitres au secondaire?
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ANNEXE 1

Correspondance entre les parcours scolaires québécois et frangais (enseignement général)

Age
Québec France d’etﬁrée
Préscolaire Maternelle Maternelle  Cycle 1  PS, MS et GS
Primaire 1¥ cycle 1 année Primaire Cycle 2 CP 6ans
2° année CEl 7 ans
2° cycle 3¢ année Cycle 3 CE2 8 ans
4° année CM1 9 ans
3¢ cycle 5% année CM2 10 ans
6° année Secondaire  Collége 6° 11 ans
Secondaire 1% cycle Secondaire 1 5¢ 12 ans
Secondaire 2 4° 13 ans
2°cycle  Secondaire 3 3¢ 14 ans
Secondaire 4 Lycée pnde 15 ans
Secondaire 5 1 16 ans
CEGEP 1°® année Terminale 17 ans
2° année 18 ans

Dans les deux pays, la scolarité est obligatoire pour un enfant entre 6 et 16 ans.
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ANNEXE 2

Clicmath 5° année (Vol A-1)

2. Le rovveau quadrilatére ABCD est un losange.

Lurgumentation devrait comtenir les éléments suivans.

* lessegments AB et AD sont des rayons du cerde de centre A.

*  Lassegments CB ef CD sonf des rayons du cercle de centre C.

*  Dans un cercle, tous les rayons sont isométriques (done les segments AB et AD sont isoméiriques
et les segments CB ef €D sont isométriques).

*  Les deux cercles ayant lo mme royon, tous les rayons des deux cercles sont isométriques
{done les quatre segments AB, AD, (B ei <D sont isoméfrigues).

*  Un quadriloiere ayunt quatre cotés isometriques est un losange.
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ANNEXE 3

Perspective Secondaire 1 vol. A-1 : chapitre sur les quadrilatéres (guide de 1’enseignant)
(p- 85C)

Entre nous

Au primaire, la pluparr des Slives ont ﬂ:pll:rré la notion de ﬁgum EEOmEriques
comme un ensemble de représentations plus ou moins sorecnoed, ob les concepts
somt plus lids 3 des images qu'a des mors. En effer, le nom de chaque figure éraic
déterminé par spn apparence et non pas i parer d'une définition précise. Selon
cerfe CONCEPLion, un carTé ne peut pas ftre un rectangle, car un recrangle est
plus long que large. En raison de image que les éléves on & lespric, il nest pas
surprenant quils et elles reconnaissent un losange que sil est « bien» orienté,

Tour en appremant i identifier de cette fagon les ﬁgu:m: de base {tzimglc,
quadrilarére, cercle), les éléves, au primaire, ont cherché i déverminer les arriburs
de ces figures, Encore une fois, cetee recherche érair visuelle, er les éléves

se servaient, au besoin, d'inscruments de mesure. Ils et elles pouvalent constater,
par exemple, qu'un secrangle a deux paires de corés isomérriques et paralleles
simplement par I'observation. Les parallélogrammes ont ces mémes anribus,

1] fauz comprendte que les artribuats ne sone pas propres 2 une figure en pariculier.
(e sont en quelque sorte des qualivés indépendantes que les figures ont ou n'ont
pas. C'est avec o bagage de connaissances que les éléves commencent leurs
études secondaires. Ce serait une erreur de faire table rase de tour ce quils

et elles ont appriz, car certe fagon de procéder poursain prier & confusion.

1 vaur mieux bitir sur ce quiils er elles savent dégh,

Viiei de quelle fagon pourrair se faire le passage du primaire au secondaire,
La premitre ftape consiste 3 dissocier identification des figures géomérriques
de leur apparence, c'est-i-dire 3 les définir tout simplement i Naide de mors
plutét que d'images. Dans rous les cas, une définition a les caracrérisriques
prisentées dans e mblean ci-dessous.

CARACTERISTIQUES EXEMPLES |

1
Une définirion fair référence 3 un cemain | Un recangle st un guadriloiee ayane |
nombre d'attribues que posséde L Ggure | des dfagemaler imdrrigues qui se rroisens

définie. Dans I'exemple ci-comntre, o ey milien,

il y a rrois arcriburs,

e nombre dactributs est minimal, U quadsilatére ayant des dizgonales qui
< est-d-dire qu'une figure qui se coupent en lewr milien,

ne posséde pas tous ces atrribues MMAls qul e 5007 pas BOmErrigues.

ne peut pas porter le nom de
la figure définie. H

Ceree figure n'est donc pas un recrangle,

Toures les figures qui possédent Puisqu'un carré possede tows

les ateributs qui Fone parsie les areribues qui fone partie de

de [a définition PEUREnE porter le nom la définition du rectangle, on peut

de I3 figure définie. affirmer qu'un carré est une sorme

L de recrangle, t
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ANNEXE 4

Perspective Secondaire 1 vol. A-1 : chapitre sur les quadrilatéres (guide de 1’enseignant,
p.- 92)

Corrigé de I’exercice 9 p. 92 (figure 7)

9. @) On sbtiont un outre corré. En efle, los axes de symérie g
becizontol ef vertical indiquent qee les diogoncles [_ .—]
dw quodrlotére ¥ock sont parpeadiculaires, isométrigees -
ol qu'elles se coupent ea beur ke,

b) On obient wm losange. En effet, les axes de symétrie
hortzonal et vatical indhquent que les dingonaes
son! pepeedielonres ef qu s 52 coupent
80 Jeur miiee

< O obieat v reciangls. En eFfet, les aves de symétrie
horizonial et versical indiquent que les diogonales
sont isamétrigues e 99" elles 52 coupent en leas milies-

Commentaire des auteurs
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ANNEXE 5

Perspective Secondaire 1 vol. A-1: chapitre sur le cercle (guide de 1’enseignant, n°3
p. 96)

3. a) Il s'agit d'un cerf-volani, car il a deux paires de cétés adjocents somélriques. Les ciiés AC et AD
son isométriques, car ils correspondent @ des rayons du cercle de centre A. Les cités BC of BD
sont isométriques, car s correspondent @ des rayons du cerdle de contre B.

b) Il faut modifier le rayon d'un cerde ofin que les deux cerdes aient un rayon isométrique. Chacun
des cercles doit passer par le centre de I'autre cerde. Si les deux cerdles (cerde de centre A ef cardle
de centre B) ont des rayons isométriques, les cités du quadrilatére seront isométriques
ol le quodrilatére sera un lesange.
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Travail mathématique et domaines mathématiques
Trabajo matematico y dominios matematicos

Alain Kuzniak

Resumen. En el marco tedrico de los Espacios de Trabajo Geométrico (ETG), la diferenciacion entre las
aproximaciones de la geometria se apoya sobre la nocidn de paradigmas geométricos. Con esta nociéon de
paradigma, es posible de poner en evidencia diferencias epistemologicas en el enfoque de la prueba y también
comprender y explicar variaciones en las génesis instrumentales y figurales. La extension del marco teodrico de
los ETG a los Espacios de Trabajo Matematico llama la atencidon sobre el uso simultaneo de varios dominios
matematicos en el trabajo matematico. Vamos a discutir dos problemas descritos en un soporte geométrico al
principio, pero con una solucién que se puede dar en un otro dominio matematico. De un punto de vista
educativo, el nuevo dominio no serd necesariamente en el mismo paradigmatico nivel o en el mismo nivel de
desarrollo educativo o pedagogico. Estos diferentes niveles pueden ser una fuente de malentendidos y fracasos
en la practica escolar.

Palabras clave. Proceso de descubrimiento, Dominio matematico, Espacio de Trabajo Matematico,
Modelizacién, Validacion.

Abstract. Within the theoretical framework of Geometric Work Spaces (GWS), the notion of geometric
paradigms is used to differentiate between approaches to geometry. Using the notion of paradigm,
epistemological differences can be identified in proof forms and variations in instrumental and figural geneses
can be understood and explained. The extension of GWS theoretical framework to Mathematical Work Spaces
pays attention to simultaneous use of several mathematical domains in mathematical work. Two problems
initially described in a geometric context and then solved in another mathematical domain will be studied.
Paradigmatic levels or degrees of didactics and pedagogical development do not necessarily coincide in both
domains. This possible differences of levels can lead to misunderstandings and malfunctioning in school
practice.

Keywords. Discovery process, mathematical domain, Space for Mathematical Work, Modeling, Validation.

Resumo. No quadro tedrico dos Espacos de Trabalho Geométrico (ETG), a diferenciacdo das abordagens da
geometria baseia-se na nogdo de paradigmas geométricos. Com esta nocao, ¢ possivel identificar as diferencas
epistemologicas na abordagem da prova mas também compreender e explicar as variacdes nas géneses
instrumentais e figurais. A ampliacdo do quadro teérico dos ETG ao Espago de Trabalho Matematico chama a
atencdo para o uso simultdneo de varios dominios matematicos no trabalho matematico. Discutiremos dois
problemas descritos inicialmente através dum suporte geométrico, mas cuja solucdo pode ser dada noutro
dominio matematico. De um ponto de vista educacional, o0 novo dominio ndo estd necessariamente no mesmo
nivel paradigmatico nem no mesmo nivel de desenvolvimento educacional ou pedagégica. Estas diferengas de
niveis podem ser uma fonte de mal-entendidos e de falhas na pratica escolar.

Palavras-chave. Processo de descoberta, Dominio matematico, Espaco de trabalho matematico, Modelizacgio,
Validaccao.

Résumé. Dans le cadre théorique des Espaces de Travail Géométrique (ETG), la différenciation des approches
de la géométrie s'appuie sur la notion de paradigmes géométriques. Grace a cette notion, il est possible de pointer
des différences épistémologiques dans les approches de la preuve mais aussi de comprendre et d'expliquer des
variations dans les genéses instrumentales et figurales. L'extension du cadre théorique des ETG aux Espaces de
Travail Mathématique attire l'attention sur l'usage simultané de plusieurs domaines mathématiques dans le travail
mathématique. Nous examinerons deux problémes s'appuyant initialement sur un support géométrique mais dont
la solution peut étre donnée dans un autre domaine mathématique qui, d'un point de vue scolaire, ne se situe pas
alors nécessairement ni au méme niveau paradigmatique ni au méme niveau d'élaboration didactique ou
pédagogique. Ces différences de niveaux peuvent étre source de malentendus et de dysfonctionnements dans la
pratique scolaire.

Mots-clés. Démarche de découverte, Domaine mathématique, Espace de travail mathématique, Modélisation,
Validation.
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1. Positionnement de la recherche dans le cadre théorique des ETM

1.1. Domaines mathématiques

Dans le prolongement de nos recherches en didactique de la géométrie, nous avons introduit la notion d'Espace
de Travail Mathématique (ETM) qui étend celle d'Espace de Travail Géométrique (ETG). Les ETM permettent
de préciser et de décrire la nature du travail mathématique attendu de la part des étudiants dans une institution
donnée et aussi de décrire le travail de ces étudiants lorsqu'ils résolvent un probléme.

Du fait de la structuration des mathématiques en différents domaines, il est nécessaire de bien étudier les
articulations existant entre le travail dans ces domaines pour comprendre le travail mathématique dans son
ensemble. Cependant, 1'explicitation du découpage des mathématiques en domaines n'est pas évidente car, d'une
part, les domaines évoluent dans le temps en fonction de I'évolution de la recherche en mathématiques et, d'autre
part, ils dépendent aussi des institutions scolaires lorsqu'il s'agit des mathématiques enseignées. Pour rendre
compte de cette division dans le cadre scolaire, les niveaux de co-détermination, introduits par Chevallard
(1999), fournissent une échelle commode pour étudier les différents niveaux d'organisation des mathématiques
du plus local (le sujet d'étude) au plus général, puisque la civilisation est placée au sommet de 1'échelle proposée.
Pour en rester a la discipline mathématique, Chevallard I’organise en domaines, sections, thémes et sujets
d’étude. Ainsi, dans le systéme frangais actuel, le domaine fonctions apparait au collége en relation avec
organisation et gestion des données. 11 apparait seul en seconde et disparait en premiére englobé comme une
section particuliére de 1’analyse. De la méme fagon, le domaine géométrie existe au collége en France mais n'est
pas retenu dans les études PISA ou il semble englobé dans un domaine dénommé Espaces et formes comme au
Royaume-Uni.

Au-dela de ces variations institutionnelles, la différenciation des domaines mathématiques peut aussi plus
fondamentalement reposer sur I'épistémologie des objets mathématiques et sur leurs relations avec des questions
non mathématiques. Dans ce cadre, la géométrie élémentaire peut étre considérée comme le domaine qui
s'occupe de I'espace. Pour nous en tenir aux domaines les plus travaillés en didactique des mathématiques, en
plus de la géométrie apparaissent un certain nombre de domaines : arithmétique, algébre, analyse, probabilités et
statistiques. Chacun de ces domaines sera relié a des thémes non mathématiques comme le dénombrement, la
symbolisation et la généralisation, la variation, le hasard, la décision. Cette liste n'épuise pas le sujet mais elle
montre déja la complexité et I'hétérogénéité des objets en jeu lorsqu'on se préoccupe du travail mathématique
dans son ensemble.

Dans chaque domaine particulier, un autre type de questions porte sur la nature des objets et sur les relations
entre les divers constituants de la théorie mathématique en cause, sur la minimalité et la cohérence formelle de
l'axiomatique retenue. Dans le cadre de la géométrie (Houdement et Kuzniak, 1999), I'explicitation de ces
questions a fait apparaitre différentes approches que nous avons identifiées sous le terme de paradigme : un
paradigme désignera, pour nous, l'ensemble des croyances, des techniques et des valeurs que partage un groupe
scientifique.

Enfin, il faut remarquer que les mathématiques ne sont pas la réunion disjointe des divers domaines qui les
composent car ils entretiennent entre eux des relations complexes. De ce point de vue, 1'approche globale par le
travail mathématique enrichit la réflexion sur ces relations car elle précise les interactions entre domaines grace a
I'étude des méthodes, des registres en jeu et des passages d'un domaine a l'autre. Cette étude est importante d'un
point de vue didactique et pédagogique car les recherches en didactique montrent que le professeur doit assumer
et guider les changements de domaines. En didactique des mathématiques, Douady (1986) a particuliérement
étudié l'influence de ces changements de domaines dans l'apprentissage. Dans sa terminologie, elle parle de
changement de cadres. Pour Douady (1986 p.11), un cadre est constitué¢ des objets d'une branche des
mathématiques, des relations entre les objets, de leurs formulations éventuellement diverses et des images
mentales associées a ces objets et ces relations. Du fait de sa référence aux images mentales, nous n'utiliserons
par le cette notion de cadre qui s'avére ainsi bien plus large que celle de domaine mathématique puisqu’elle
inclut une part de dimension cognitive que nous avons intégrée dans les Espaces de Travail Mathématique.
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1.2. Changements de domaines mathématiques et changements de registres

Dans le cadre didactique qui est le nbtre, nous envisageons essentiellement les mathématiques comme une
activité sémiotique particuliére qui travaille les notions a partir de leur définition et explicitation dans des
systemes différents de signes organisés en registres de représentation sémiotique (Duval, 1996). Cette fagon
d'envisager 1'activité mathématique dispense, dans une certaine mesure, de s'intéresser a que ce que quelqu'un a
dans la téte, ce que nous cherchons a éviter.

De ce fait, I'étude de 1'usage des registres de représentation sémiotiques devient essentielle pour comprendre
l'activité cognitive du sujet propre a l'activité mathématique. Cette activité peut s'effectuer au sein du méme
registre de représentation par traitement ou bien elle suppose une conversion et un changement de registre
(Duval, 1996). Ce changement de registre peut s'effectuer dans un méme domaine mathématique ou, de fait,
entrainer un changement de domaine mathématique. Ainsi, changements de registres et de domaines sont liés et
nous souhaitons étudier ici la nature de leur relation & partir de deux questions duales liées au sens du
changement.

(Q1) Est-ce que le changement de domaine est premier et a pour conséquence un changement de
registre ?

(Q2) Est-ce qu'au contraire, le changement de registre est premier et il provoque implicitement un
changement de domaine ?

Dans le premier cas, on peut supposer que c'est la nature épistémologique et sémantique des objets étudiés qui
guide le travail mathématique alors que dans le second, la primauté donnée au changement de registre laisse
plutdt penser que ce sont les points de vue techniques et syntaxiques qui pilotent le travail mathématique.

De plus, il faut aussi envisager ces questions du point de vue de I'enseignement et de 1'apprentissage et donc se
préoccuper de I'ETM idoine mis en place par le professeur et de I'ETM personnel des étudiants. Il importe
notamment de voir si ces passages d'un domaine a l'autre ou d'un registre a 1'autre sont assumés par le professeur
et compris par 1'¢léve, ou bien s'il s'agit de glissements subreptices et non explicites d'un domaine vers un autre
prenant appui sur des changements de registres.

1.3 Le plan de I'étude

L'é¢tude de l'influence d'un changement de domaines ou de registres sur la nature de 1'Espace de Travail
Mathématique nécessite une analyse de problémes et de situations d'enseignement ou apparaissent de tels
changements. Nous appuierons notre analyse sur la structuration des Espaces de Travail Mathématique présentée
dans Kuzniak et Richard (2014).

Nous aborderons cette étude de maniére partielle a partir de deux problémes ou la géométrie est un des domaines
impliqué dans le changement, ce qui nous permettra d’utiliser les résultats des recherches concernant les ETG,
notés dans la suite ETMgeomenie- NOUs €tudierons notamment comment s'effectuent les passages entre 'ETMg et
I'espace de travail ETMpomaine correspondant a autre domaine mathématique D. Dans ce cadre, nous envisagerons
la question de 1'homogénéité épistémologique des différents ETM en jeu. Autrement dit, nous chercherons a
savoir si les paradigmes qui guident le travail mathématique dans chaque domaine sont équivalents du point de
vue du statut de la preuve qui pourra étre soit expérimentale en s'appuyant sur des artefacts, soit démonstrative
hypothético-déductive en privilégiant un discours de preuve articulé sur le seul référentiel théorique. De la méme
facon nous interrogerons 1'homogénéité institutionnelle des différents ETM et ainsi nous pourrons voir si les
référentiels théoriques de chaque domaine bénéficient du méme niveau d'élaboration axiomatique.

Nous utiliserons aussi dans la suite les différents plans verticaux de I'ETM (Kuzniak et Richard, 2014) qui
visualisent 'articulation entre les trois genéses sémiotique, discursive et instrumentale. En adoptant le point de
vue de Coutat et Richard (2011), ces trois nouveaux plans peuvent étre associés a des formes de travail
différentes mettant I'accent sur I'articulation de deux genéses particuliéres. Une premiére forme de travail articule
une sémiose de type perceptif avec un discours de preuve (Plan Sem-Dis), la seconde s'appuie sur les genéses
instrumentales et discursive (Plan Ins-Dis) avec l'intervention des artefacts et enfin la derniére provoque une
premiére exploration des objets en s'appuyant sur les genéses sémiotiques et instrumentales (Plan Sem-Ins).

Nous observerons notamment le type d'entrée privilégié dans l'espace de travail pour résoudre les problémes et
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ceci de maniére a comprendre la circulation du travail entre les différentes genéses. Enfin, nous compléterons
I’é¢tude des questions Q1 et Q2 en observant I'impact des artefacts et des logiciels utilisés sur 1'évolution de la
nature de la validation en cas d'un changement de domaine lié aux instruments. Il s'agira de voir dans quelle
mesure un travail orienté initialement par une preuve hypothético-déductive se transforme en preuve
expérimentale sous I'effet des logiciels ou des instruments de mesure (question Q3).

2. Etude de deux problémes

Nous considérerons dans la suite que I'on peut décrire le travail mathématique a travers l'articulation des
différents plans que nous avons précisés plus haut et nous envisagerons les questions Q1, Q2 et Q3 en utilisant
ces éléments théoriques pour étudier deux problémes a support géométrique. Le premier, Charlotte et Marie,
repose a la fois sur l'exploitation d'une figure et sur un possible changement de domaine, le second, le « carré
plié », nécessite un changement de domaine ou de registre pour sa résolution.

2.1 Un probléme géométrique ambigu

Nous reprenons un exemple que nous avons plusieurs fois étudié : le probléme de Charlotte et Marie. En plus de
disposer d'une classification des réponses des étudiants (Kuzniak & Rauscher, 2011), une des raisons de cette
reprise est le fait que ce probléme a fait 1'objet d'un sujet de Brevet des colléges (examen en fin de neuviéme
année) en 2012 sous une forme nouvelle. Dans cette nouvelle version, un dessin a main levée illustre I'énoncé.

EXERCICE 2

Voici la figure a main levée d'un quadrila-
tére : 0

1. Reproduire en vraie grandeur ce
quadrilatére .

2. Pourquoi peut-on affirmer que
OELM est un losange ?

3. Marie soutient que OELM est un
carré, mais Charlotte est stire que ce
n'est pas vrai.
Qui a raison ? Pourquoi? M

Tandis que dans la forme initiale de I’énoncé, un dessin semblable a un carré et plus conforme a la réalité est
donné et il n'y a pas la question 1 sur la reproduction du quadrilatére.

Dans ce cas, le probléme est ambigu car I'origine de la figure n'est pas indiquée.
0) S'acit-il d' C e . . . . ,
agit-il d'un dessin déja existant qui a ét¢ mesuré ou bien de la construction d'un
carré ou d'un losange avec I'approximation qu'apportent les instruments ?

4

Notre étude (Kuzniak & Rauscher, 2011) a mis en évidence plusieurs types de
0& solutions basées sur des approches empiriques. En effet, une majorité d'étudiants

3 6‘9 ti\ s'appuie sur une interprétation visuelle et perceptive du probléme qui conduit soit
a l'affirmation sans preuve que la figure est bien un carré (conviction perceptive)
soit & une démarche de validation de cette affirmation qui s'appuie sur les
instruments de construction.

M 4 cm L Le travail de ces étudiants est initié dans le plan (Sem > Dis) avec un appui sur

une identification visuelle de la figure qui donne une idée du résultat. Certains de ces étudiants en reste la
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convaincus par l'aspect iconique de la figure. Ils n'apportent pas une preuve discursive basée sur le référentiel
théorique (Dis — Sem). Par contre, la plupart des étudiants s'engagent alors dans une démarche de validation
sous sa forme expérimentale en utilisant divers instruments de dessin (Plan Ins-Dis). Certains vérifient avec une
équerre que les diagonales sont perpendiculaires. D'autres ont aussi vérifié 1'égalité ou la non égalité des
longueurs des diagonales avec la régle ou le compas (les quatre sommets sont considérés ou non comme étant
sur le méme cercle).

L'usage des instruments de construction et de mesure intégre de fait 'approximation dans le travail demandé or,
au niveau du collége, cette derniére reléve presque uniquement du domaine intitulé nombres et calculs et non du
domaine grandeurs et mesure. En effet, dans ce domaine, aucun travail de mesurage n'est prévu, ce type
d'activité s’inscrivant dans une autre discipline, la physique. L'absence d'un travail spécifique sur I'approximation
dans l'institution collége fait que I'ETMgeomenie idoine mis en place dans les classes ne donne pas aux étudiants
les outils pour un traitement adéquat des résultats obtenus avec les instruments. Cette carence est en partie
justifiée par le fait qu'a ce niveau de la scolarité, il y a un basculement attendu vers la Géométrie II sans recours
aux instruments pour prouver.

Le recours a une figure a main levée devrait permettre de diminuer lI'impact de la figure et favoriser l'entrée
discursive en s'appuyant sur des propriétés démontrées et non plus sur des assertions vérifiées
expérimentalement. Mais, la nouvelle formulation retenue ici est exemplaire de 1'incohérence de I'ETM idoine
actuel en France. En effet, la premiére question replace le probléme dans le cadre des constructions et des
instruments par sa demande d'une « reproduction » (sic) en vraie grandeur de la figure a main levée. Cette fois, il
devient clair que le dessin obtenu est le résultat d'une construction et cette demande transforme radicalement le
travail géométrique en privilégiant, de fait, le paradigme de la Géométrie I avec toute I’ambiguité de ce type de
problémes donnés dans un ETG de référence supposé privilégier la Géométrie II.

Dans 1'ETM idoine correspondant & ce niveau de scolarité, la solution de ces problémes d'approximation
géométrique attendue par les enseignants ne repose pas sur le mesurage mais sur l'emploi des théorémes de
Pythagore ou de Thalés. Ces théorémes sont généralement associés a des configurations géométriques standards
qui jouent le réle de signe déclencheur. Dans notre probléme particulier, il est attendu de prouver que la figure
n'est pas un carré en montrant l'inégalité des nombres calculés grace au théoréme de Pythagore. Plusieurs
raisonnements basés sur des approximations numériques sont alors possibles mettant en jeu un des différents
niveaux de pensée approximative mis en évidence par Guilbaud (1985). En suivant sa classification, on peut
considérer trois niveaux qui vont structurer de maniére différente le travail mathématique en changeant la nature
du référentiel théorique utilisé dans I'ETMyombres-

1) une valeur approchée indicative
2) un encadrement par des nombres décimaux
3) une suite indéfinie d’encadrements qui suppose les nombres réels.
Dans le cas du probléme étudié, cela donne trois maniéres de le traiter :
1. Une premiére utilise une approximation de 4 [B—] de la forme 5,66. Ce nombre est différent de 5,6.
Cette assertion permet de conclure en Géométrie II que la figure n'est pas un carré.
2. Une seconde solution suppose que la longueur du coté (5,6 cm) est donnée avec une incertitude de 0,1

cm. Elle est ainsi comprise entre 5,5 et 5,7 et comme 4 [B—] est dans cet intervalle, la figure peut donc
étre considérée comme un carré dans une approche paradigmatique qui correspond cette fois a la
Géométrie 1.

3. La derniére solution exploite la nature différente des nombres réels en jeu (5,6 et 4 [B—]) : ces deux
nombres ne peuvent étre égaux du fait de I’irrationalité de l'un d'eux. Dans ce cas, le niveau
paradigmatique supposé alors dans ce nouvel ETMyombres N€ correspond pas a celui de attendu dans la
classe ou est posé le probléme de géométrie faute d'un travail explicite sur les nombres réels a ce niveau
de la scolarité.

Le probléme de Géométrie initialement posé¢ dans un ETMgeomenie S€ transforme en un probléme de calcul
numérique associé a un espace de travail des nombres, ETMyompres: Ce changement de domaine est implicite et
résulte d’un glissement dii au changement de registre provoqué par le Théoréme de Pythagore. D'autre part, du
fait de I’absence d’un travail explicite sur les propriétés géométriques liées a l'approximation dans I’ETG idoine,
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les étudiants engagés dans ce type de démarche éprouvent des difficultés pour conclure. Cela entraine chez les
étudiants une grande variété d'interprétation des résultats et ils pourront soit mettre leur conclusion en accord
avec ce qu'ils voient (« c'est un carré ») soit aller a 1'encontre du vu et 'on retrouve, laissé a leur seule initiative,
le conflit souligné par Parzysz (1988) entre le vu et le su.

2.2 Un probléme géométrique nécessitant un changement de domaine

Le probléme du carré plié reléve de ce que Artigue, Cazes et Vandebrouck (2011) ont appelé des problémes
d'enseignes “shop-sign problems”. Dans ces problémes avec support géométrique, deux surfaces sont
déterminées par un point qui se déplace a l'intérieur d'un carré, d'un cercle ou d'un rectangle. Les deux aires
changent conjointement en fonction de la position du point et il s'agit de comparer les aires. Ces problémes sont
posés dans le domaine géométrique mais leur solution nécessite un changement vers un autre domaine
mathématique, algébre ou analyse. Simultanément, un changement de registres avec des notations algébriques ou
fonctionnelles est indispensable pour parvenir a la solution. La plupart du temps, les fonctions sont des
polyndmes du second degré qui sont au programmes des classes du secondaire ou ces problémes sont posés.

La résolution du probléme du carré plié est trés dépendante de la forme de la consigne et du milieu matériel
fourni aux étudiants. Dans le cas que nous avons étudié, la tiche a été donnée dans un contexte réel sans
formulation mathématique écrite :

Un carré découpé dans une feuille bicolore est donné aux étudiants qui doivent le plier le long d'un
diagonale et comparer les aires des deux parties visible dans chaque couleur.

Ce probléme n'est pas original et a été utilisé dans une étude comparative franco-mexicaine (Kuzniak, Parzysz et
Vivier, 2011). Nous donnons la formulation proposée au Mexique et qui permet au lecteur un accés plus aisé au
probléme :

D
PN
On donne une piéce carrée de papier ABCD de coté 1. Une des faces du / \
papier est blanche et l'autre bleue. Le coin A est plié sur un point A' situé ‘ \ { \\

sur la diagonale AC. Ou doit étre situé le point A' sur cette diagonale pour ] / >(

que la surface visible soit & moitié bleue a moitié blanche ? \
\/

B

Les étudiants ont di résoudre le probléme par équipes avec certaines contraintes portant sur les outils
informatiques disponibles. Nous avons ainsi pu explorer les modifications induites dans I'ETM par les artefacts
et vérifier l'impact de la genése instrumentale sur le travail mathématique dans les quatre cas suivants : un travail
avec uniquement l'usage du papier crayon, un environnement avec GeoGebra, un autre avec une calculatrice et
enfin un dernier avec un tableur.

Le cas classique d'un environnement papier crayon sans outils informatiques

Les étudiants commencent par faire une modélisation de la situation en passant dans le cadre algébrique ce qui
leur permet d'aboutir & une équation du second degré qui leur donne la valeur de x en fonction du c6té du carré / :

Le travail de ces étudiants avancés se situe dans le plan (Sem < Dis) et il passe par un changement de domaine
mathématique qui fait basculer la tache dans I'algébre. Les étudiants poursuivent alors leur travail dans ce plan
pour valider le résultat par démonstration en s'appuyant sur la technique de résolution d'une équation quadratique
en relation avec un traitement dans le registre algébrique.

Le changement de domaine et l'entrée dans I'ETMajgre SUpposent une maitrise de la démonstration dans ce
nouvel Espace de Travail pour parvenir a la solution. Cette solution repose sur la gestion simultanée et maitrisée
de deux ETM d'ou sa difficulté.
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Avec l'utilisation d'un DGS, GeoGebra

Par sa consigne, le professeur favorise une entrée instrumentale dans le travail mathématique et 1'usage d'un
logiciel aussi polyvalent que GeoGebra débouche sur I'exploration de plusieurs registres. Le travail personnel
des étudiants va dépendre de leur maitrise du logiciel : emploi du mode « trace » ou « lieu », connaissance du fait
que le logiciel donne une valeur numérique de l'aire d'un polygone quelconque, lien avec les graphes de
fonctions. Le travail est donc initi¢ dans le plan (Sem-Ins) et I'un des enjeux de la situation sera de savoir
comment s'effectue la transition vers la validation.

Chez les étudiants que nous avons pu observer, leur maitrise du logiciel les a conduit rapidement & un
changement de registre vers le registre graphique. Plus précisément, ils ont travaillé de la maniére suivante en
utilisant uniquement et directement GeoGebra, sans usage du papier.

— Dessin du carré pli¢ avec la mise en évidence des aires de chacune des parties. Le point qui se déplace
est le point A' sur la diagonale.

— Sur la méme page écran, deux courbes sont tracées dans un repére cartésien : 1'une représente l'aire du
triangle bleu et 'autre celle de I'hexagone blanc. Le lien entre le point A' et les aires est fait grice au mode
« Trace » et non avec le mode « lieu ».

— De ce fait, le point d'intersection des graphes est obtenu par approximation et sa valeur numérique
dépend de la valeur numérique de la longueur du c6té. Il n'y a pas ici de généralisation du résultat en fonction de
la variable / comme dans le travail algébrique précédent.

Ainsi, le travail a commencé dans le plan (Sem-Ins) et il a permis d'explorer un nouveau registre graphique sur
lequel s'est s'appuyée la démarche de validation de type expérimental dans le plan (Ins — Dis). Du fait de 1'usage
du mode « trace », 'approximation est faite par ajustement. Le changement de domaine est implicite comme
conséquence du changement de registre. Le travail mathématique est fondé sur l'exploration de nombreux
registres (graphiques, nombres, écritures algébriques) qui conduisent & une preuve sans travail démonstratif. Cet
espace de travail reléve implicitement de I'Analyse mathématique ou pour garder la terminologie institutionnelle
de I'étude des fonctions.

Avec une calculette graphique.

Cette fois, les étudiants ont commencé leur travail par écrit et par une phase de modélisation (Sem-Dis) : ils ont
exprimer la valeur de chacune des aires en fonction de la variable x égale au coté du triangle plié. Ensuite,
l'usage imposé, par le professeur, de la calculatrice les a obligés a passer par une exploration avec les instruments
et une recherche de la solution approchée de l'intersection des deux courbes représentées sur 1’écran de la
calculette (Sem-Ins). Pour cela, ils ont utilisé simultanément les tableaux de valeurs et le zoom de la calculatrice
dans une démarche proche de celle utilisée avec GeoGebra.

Sur la demande du professeur et du fait de la disponibilité des écritures algébriques, les étudiants ont pu résoudre
I'équation du second degré associée a l'intersection des deux graphes et ils ont obtenu ainsi une valeur exacte
dépendant de /. Ils sont ainsi revenu dans le plan (Sem-Dis) avec un travail algébrique, les artefacts ont nourri
l'intuition mais leur usage n'est pas requis pour la preuve.

Ce travail mathématique trés dirigé par le professeur correspond a 'espace de travail idoine attendu en classe de
seconde (année 10). Il faut constater qu'il a provoqué des blocages et des arréts dans la circulation a l'intérieur
de 'ETM. Dans un premier temps, les étudiants ont effectué¢ un changement explicite de domaine en modélisant
la situation grace a 1'Algébre puis le professeur les a forcés a une exploration graphique avec la calculatrice qui
n'a pas débouché clairement sur une solution. Enfin, il leur a fait finir I'activité en résolvant I'équation trouvée au
début de I'activité. Le role de 1'exploration avec la calculatrice est entré en conflit avec le travail spontané de ces
étudiants. Le domaine mathématique est celui des fonctions et il correspond @ un ETMgqnciions OU 1'algébre sert
d'appui pour les démonstrations et la définition des fonctions (Vandebrouck, 2011).

Avec un tableur

Dans ce cas, 1'usage imposé du tableur provoque immédiatement un changement de registre qui a rendu implicite
le passage dans le domaine algébrique. En effet, les étudiants ont utilisé, comme variable dans le tableur, la
hauteur du triangle plié et ils ont fixé les variations de cette variable grace a la longueur de la diagonale en
incrémentant les valeurs numériques avec un pas donné. Le tableur fournit alors les valeurs numériques des deux
aires (celle du triangle et celle de I'hexagone) et le rapport de ces deux aires. Une valeur approchée du résultat est
obtenue quand le rapport est égal a 1. Cette fois, le travail s'est effectué dans (Sem-Ins) avec un passage vers la
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validation orienté par 1'ajustement dans le registre du tableur. Le domaine de travail est resté implicite et il n'est
pas évident de savoir s'il s'agissait d'un travail de type numérique ou bien fonctionnel.

En conclusion, l'intérét de ce probléme est de confronter les démarches de validation et d'exploration lorsque 1'on
fait varier les instruments autorisés. Il a aussi clarifier la difficulté de conclure la phase de modélisation par une
validation formelle lorsque l'usage des artefacts est imposé. On a pu repérer deux grandes formes de travail
mathématique qui s’appuient de maniére différente sur les changements de domaines et de registres

1. Le changement de domaine de travail (Algébre ou Fonctions) est explicite et fait entrer dans un
nouvel Espace de Travail ETMp. De la maitrise ou non de cet ETMp, va venir la solution. La démarche de preuve
peut osciller entre preuve expérimentale et preuve démonstrative qui est celle attendu dans 'ETMp idoine
correspondant a ce niveau de scolarité.

2. Le changement de domaine de travail est implicite et il est basé sur un changement explicite de
registre de représentation imposé par le professeur par le choix des instruments mis dans le milieu matériel. Les
deux registres sont ici le registre graphique en relation avec le domaine des fonctions et le registre numérique
(tableur) en relation avec le domaine algébrique. Le travail d'approximation est plutoét du type ajustement ou
encadrement mais le professeur peut le faire basculer vers un niveau de pensée approximative plus élevé en
introduisant le mode “lieu” a la place du mode “trace” dans le cas de GeoGebra et en faisant travailler la
méthode de dichotomie dans le registre numérique dans le cas du tableur.

3. Conclusion

L'objet de cet article était d'expliciter la nature du travail mathématique dans le cadre scolaire lorsque des
changements de domaines mathématiques et de registres de représentation sont nécessaires pour résoudre les
problémes posés. Nous avons appuyé la description de ce travail sur la structuration des ETM suivant les trois
plans verticaux qui rendent compte des différentes genéses qui relient les plans épistémologique et cognitif.
Cette structuration en différents plans permet une description plus précise du travail personnel des étudiants mais
aussi une analyse de 1'Espace de travail idoine que le professeur va pouvoir mettre en place. Ces analyses ne sont
pas seulement descriptives mais visent aussi a penser et créer les conditions de la mise en place d'un ETM idoine
grice a la mise en évidence des points sur lesquels le professeur va pouvoir s'appuyer pour contrdler les
changements de registres et les changements de domaines. Cet aspect est particuliérement sensible lorsque des
artefacts technologiques sont introduits par le professeur dans I'espace de travail des étudiants.

Notre étude a permis d'observer que dans le travail idoine attendu, le changement de domaine mathématique
s'effectue explicitement dans le plan (Sem-Dis) correspondant a une phase d'identification du probléme
poursuivie par une validation basée sur un référentiel théorique. Ce changement de domaine provoque dans le
méme temps un changement de registre de représentation qui apparait comme une conséquence du changement
explicite de domaine. Ce changement de registre compléte alors le discours de validation de type démonstratif et
il nécessite la maitrise des techniques de traitements dans les registres de représentation associés au nouvel ETM.
Le changement de domaine mathématique suppose une maitrise technique suffisante par les étudiants des
registres en jeu dans le nouvel ETM pour étre efficace. Dans ces conditions, les étudiants peuvent fournir une
réponse adéquate au probléme proposé et présenter leur solution d'une maniére conforme au type de validation
attendu par le professeur dans I'espace de travail idoine.

De plus en plus fréquemment et conformément aux attentes institutionnelles, les enseignants recourent aux outils
informatiques pour guider la phase de découverte de la solution. Nous avons vu que cet usage des outils faisait
entrer les étudiants dans un nouveau registre qui de maniére subreptice, i.e non explicite, les faisait changer de
domaine mathématique. La transition de la démarche de découverte et d'exploration (Plan Sem-Ins) en une
démarche de validation s'effectue alors plutdt dans un contexte expérimental (Sem-Inst — Dis) plutdt que
démonstratif (Dis — Sem-Inst) souvent en contradiction avec les attentes du professeur. Ceci est di a la non
reconnaissance par les étudiants du nouveau domaine et/ou a une méconnaissance des régles de fonctionnement
de I'ETMp, idoine qui lui est associé. En effet, comme I’ETM idoine mis en place par le professeur n’assume par
une claire prise en charge des conséquences de 1’exploration instrumentale sur la nature et le type de la
validation, les étudiants enrichissent le référentiel théorique en s'appuyant sur cette premiére exploration
instrumentale des propriétés alors que les professeurs attendent une justification des découvertes initiales qui
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utilise un référentiel théorique déja-la.

Un autre élément vient perturber le bon fonctionnement de 'ETM lorsqu'il y a un changement de domaine
mathématique qui nécessite un travail de gestion de I'approximation sur les données proposées par la machine.
Cette gestion de I'approximation ne fait pas partie de 1'espace de travail idoine développé par 1'enseignant or de
fait elle renvoie a différents paradigmes qui peuvent étre en contradiction dans du point de vue de la nature
épistémologique de la preuve (Kuzniak 2010). Cela explique les divers blocages rencontrés couramment dans
ces activités de changements de domaines mathématiques notamment dans les problémes de modélisation ou
expérimentation et démonstration apparaissent parfois contradictoires. Le changement non explicite de domaine
mathématique et 1’absence d’un travail explicite sur les relations entre ’approximation dans le domaine
géométrique et dans le domaine cible impliquent un mauvais feuilletage entre les deux ETM.

Pour les surmonter, l'intervention du professeur doit se situer au niveau de l'explicitation du changement de
domaine lié au changement de registre. La difficulté est ici d'assurer un niveau de compétence égale dans les
deux ETMp pour permettre les jeux entre domaines mathématiques correspondant aux jeux de cadres introduits
par Douady (1986). Une autre maniére de concevoir cette relation est de profiter de ce changement de domaine
mathématique pour développer la maitrise d'un des deux ETMp en s'appuyant sur une meilleure maitrise de
l'autre domaine. Il est également possible de développer des outils informatiques qui assurent une médiation
instrumentale et sémiotique en travaillant sur le traitement a l'intérieur du registre privilégi¢ pour la solution
comme dans les travaux sur les fractions d'Adjiage et Pluvinage (2007) ou ceux de Falcade et Mariotti (2011)
dans le domaine géométrique. Néanmoins, notre analyse des interactions entre domaines et registres a l'intérieur
des espaces de travail mathématique montre leur grande complexité ainsi que leur trés difficile gestion par le
professeur.
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RESUMEN

En este trabajo se presenta un estudio de casos, como parte de un seguimiento de las practicas de aula de
profesores debutantes realizado por los autores. Entre otros aspectos, hemos observado que en tales
practicas el Algebra interviene en los otros dominios a tal punto que esos profesores inducen en sus
alumnos un Espacio de Trabajo Matematico en el cual, si bien se producen circulaciones entre las
componentes de los planos cognitivo y epistemoldgico que involucran las génesis instrumental y
semiotica, la génesis discursiva esta casi ausente. Para estudiar la situacion obtenemos informacion
adicional de modo de entender el rol que juega el Algebra en el desarrollo de otros dominios de la
matematica. Luego presentamos un ejemplo de como un profesor debutante con esas caracteristicas puede
influir en el Espacio de Trabajo Matematico-personal de sus alumnos.

PALABRAS CLAVE: Espacio de trabajo matemdtico, génesis, estudio de casos.

RESUME

Dans cet article, on présente une étude de cas, dans le cadre d’un suivi des pratiques de classe des
enseignants débutants effectué par les auteurs. Nous avons pu observé qu’en Algébre d'autres domaines
mathématiques sont utilisés et, de ce fait, les enseignants développent pour leurs éléves un Espace de
Travail Mathématique dans lequel la genése discursive est presque absente méme si il y a une circulation
entre les composantes des plans cognitif et épistémologique. Pour étudier la situation nous utilisons des
données supplémentaires pour comprendre que joue 1’Algebre dans le développement d’autres domaines
des mathématiques. Nous présentons un exemple de l'influence d'un professeur débutant, avec ces
caractéristiques propres, sur I’Espace de Travail Mathématique personnel de ses éléves.

MOTS CLE: Espace de Travail Mathématique, genéses, étude de cas.

ABSTRACT

In this paper we present a case study, as part of a monitoring of junior teachers’ classroom practices.
Among other things, we have observed that, in those practices, algebra intervenes in the other domains to
an extent that they induce in their students a Mathematical Workspace in which, although circulations
occur between the components of the cognitive and epistemological planes involved in the instrumental
and semiotic geneses, the discursive genesis is almost absent. In order to study the situation, firstly we get

Tous droits réservés © 2014 Le comité éditorial ETM3



Actes ETM3 Troisieme symposium Espace de Travail Mathématique 50

further information in order to understand the role played by algebra in the development of other domains
of mathematics. We then present an example of how a junior teacher may influence the personal
Mathematical Workspace of his/her students.

KEYWORDS: Mathematical Workspace, geneses, case study.
1. INTRODUCCION

Nos propusimos hacer un seguimiento por tres afios a profesores debutantes en aulas, PD, esto es, a
maestros con a lo sumo dos afios de servicio, en su actividad de clases, como parte de un proyecto en el
cual nos preguntamos por las concepciones geométricas y algebraicas desarrolladas en el aula.

Indagaciones previas sefialan que, con frecuencia, los profesores privilegian la algoritmia y ‘algebrizan’ la
Geometria y otros dominios matematicos. En este trabajo, mostraremos evidencias sobre la tendencia que
las clases han indicado: a los PD se les dificulta hacer la apropiada trasposicion didactica de los
contenidos geométricos y algebraicos; de hecho, parecen divididos entre las exigencias de su institucion
formadora y aquellas que deben poner en juego en su ensefianza o, simplemente, muestran
desconocimiento acerca de como transponer algunos saberes.

Estudiamos la complejidad de esta cuestion con profesores debutantes en el sistema educativo chileno,
principalmente en dos ejes de nuestro interés: Algebra y Geometria. Nuestras primeras observaciones dan
cuenta de que el profesor trabaja una geometria ‘algebrizada’, esto es, que cuando €l propone un problema
en Geometria, recurrentemente cambia a un dominio algebraico para resolverlo y se limita, por ejemplo, a
resolver un sistema de ecuaciones, corriendo el riesgo de obstaculizar la construccion del objeto
matematico en cuestion en el dominio geométrico.

Nuestro marco es la teoria del Espacio de Trabajo Matematico, ETM (Kuzniak, 2011). Ello nos ha
permitido situar el problema en términos tedricos precisos y, en particular, analizar con detencion el rol
que cumplen las distintas componentes de los planos epistemolédgico y cognitivo del ETMG en la cuestion,
y como estos se adaptan en un dominio algebraico, configurando un espacio de trabajo algebraico,
ETMA.

2. Antecedentes Teoricos

Houdement y Kuzniak (1996, 2006) y Kuzniak (2004) identifican tres tipos de Geometria, GI, GII, GIII,
que coexisten en la enseflanza y cuya funcion es favorecer que el alumno construya su propio espacio de
trabajo geométrico, ETG, guiado por el docente. En este espacio, los problemas geométricos toman
distinta interpretacion y validez dependiendo del paradigma presente y de la institucion elegida.

Actualmente, la teoria considera un espacio de trabajo matematico global, ETM, el cual depende del
dominio matematico —asi, el ETG es ahora ETMG, y ademas se tiene ETMA para el Algebra, etc.—
(Kuzniak, 2011), de este modo, en el ETM se concibe la reflexion como el fruto de una interaccion entre
un individuo y los problemas matematicos (geométricos, algebraicos...), en un ambiente organizado por y
para el matematico (gedmetra, algebrista...) mediante la articulacion de dos planos, uno epistemologico y
otro cognitivo (Kuzniak, 2011). (Ver Figura 1 de Kuzniak y Richard, 2014, en este Numero Especial).

Es también de esa manera que un individuo configura un constructo teorico acerca de un objeto y/o
contenido. Ahora bien, una tarea determinada propuesta por el profesor activa una o varias génesis en el
alumno, lo que se puede evidenciar en cierta medida en la circulacion que se realiza en la clase entre las
componentes de los planos. Nuestra hipdtesis es que la activacion de todas las génesis (que se puede
detectar en una circulacion apropiada) permite que el estudiante haga una construccion suficientemente
completa del objeto matematico bajo estudio. Una tarea que se limite a la génesis semiodtica, por ejemplo,
puede obstruir los aspectos operativos que ofrece y/o requiere el contenidol en cuestion, o la validacion de

Que eventualmente involucra varios objetos.
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tal objeto. De esta forma, una circulacion que activa solamente las génesis semiotica e instrumental se
sitia unicamente en el plano vertical “proceso de descubrimiento”, sefialado en la Figura 4 de (Kuzniak y
Richard, 2014, en este Numero Especial).

3. Pregunta de investigacion y forma de abordar el estudio

Como se dijo al inicio, se hace necesario estudiar la aparente algebrizacion de la matematica en las aulas y
el paradigma que esta tiende a inducir en el estudiante. Se hace necesario caracterizarla y ver los
elementos que la constituyen. Para ello, en términos tedricos se requiere clarificar el rol que cumple un
representamen propiamente algebraico en los dominios geométricos u otros, distinguiendo bien cuando se
esta en un dominio algebraico propiamente tal (ETMA). Esto tltimo requirié por su parte de ahondar en
la teoria las ideas de artefacto simbdlico y de génesis instrumental. A su vez, lo anterior llevo a
preguntarse acerca del efecto de la algebrizacion del ETM-idoneo de un PD en el ETM-personal de los
alumnos, para lo cual se estudio la génesis discursiva en un trabajo geométrico habitual en alumnos.

En esta investigacion nos preguntamos en términos generales por el proceso de transposicion (Chevallard,
1985) desplegado en aula por un profesor debutante, ¢ indagamos cémo son llevados al aula sus propios
conocimientos matematicos en un proceso de ensefianza en Geometria y Algebra. Nos interesa averiguar
qué privilegia o deja de hacer cuando se inserta en una institucion escolar que le demanda nuevas
responsabilidades, respecto de las cuales ha recibido, en forma mas bien tedrica, elementos en su
institucion formadora. Mas precisamente, nos preguntamos cuales son las concepciones geométricas y
algebraicas desarrolladas en clase por un profesor debutante.

Una hipétesis, ya sugerida, es que el recurso habitual a la algebrizacion de los problemas geométricos por
los PD podria impedir que los alumnos instrumentalicen recursos propiamente geométricos y con ello
obstruir la génesis discursiva. Otra hipotesis es que el recurso a la geometria ante una situacion algebraica
corra por su parte el riesgo de reducirse a una visualizacion iconica; en tal caso, puede que la situacion
algebraica no se enlace con la herramienta (Douady, 1984) geométrica, lo que obstaculizaria también la
formacion de un ETM apropiado en los alumnos, o que la pregnancia del icono obstaculice una génesis
discursiva correcta.

Por otra parte, con las tareas que propone y con el discurso que realiza, el profesor (o el conjunto de
profesores de una institucion, o los textos escolares) va constituyendo paulatinamente un paradigma en su
curso (institucion, etc.) de como se representa, cOmo se opera y como se valida el trabajo con ese objeto.

Si acaso su ensefianza se limita a alguna(s) de las génesis, estaria instituyendo un paradigma en que los
objetos matematicos estan en alguna medida distorsionados.

En adicion a lo anterior, es posible que el profesor no pueda activar la génesis discursiva. Por ejemplo
podria entender que el proceso de prueba corresponde exclusivamente al mundo matematico (Montoya,
2010) y por tanto es innecesario para los alumnos con quienes trabaja, o, por el contrario, intentar que sus
alumnos remeden en lo que puedan (como una transposicion compleja de realizar) los usos de los
matematicos al respecto. En esto influye ademés la escasa presencia de procesos de prueba en las
mediciones internacionales, que tenderia también a disminuir ante el profesor (y en el paradigma) la
relevancia de la génesis discursiva.

Hemos seguido durante 10 sesiones de 1,5 horas a 6 PD. En la tabla 1 se muestran algunos de los temas
tratados por los PD, que nos llevaron a caracterizar mejor los paradigmas dominantes en cada caso y nos
permitieron, paralelamente, establecer o precisar aspectos teoricos del ETM que explicitaremos mas abajo.
De los videos analizados, seleccionamos dos, en los cuales aspectos relevantes del ETM-idoneo, si bien
coincidentes con los de los otros PD, se evidencian con mayor claridad.
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TABLA 1
Profesores Debutantes
Profesor | Género N° de clases Nivel Temas tratados ETM desarrollado
observadas

PDI1 F 10 2° Medio Semejanza, Teorema de Clases observadas con un
Tales, productos fuerte predominio en
notables, fracciones contenidos algebraicos y
algebraicas. tratamiento algebraico

PD2 F 11 1°y 2° Medio | Funcién lineal - Funcion Clases observadas solo en

afin - Funcion valor
absoluto. Resolucion de
Ecuaciones,

contenidos algebraicos.
Fuerte predominio de un
tratamiento algebraico.

Sistemas de Ecuaciones,
Repaso.

Mostraremos extractos de las grabaciones y la pauta usada para examinar las circulaciones que se realizan
en el ETM. Esta pauta procura identificar como se van activando las génesis por la o las tareas que el
profesor propone en su clase. Con el objeto de describir la circulacion, hemos rotulado cada componente
de los planos como sigue: 1, representamen; 2, artefactos; 3 referencial; A, visualizacion; B, construccion;
C, prueba.

4. Cuestionamientos tedricos

4.1 Articulacion y circulacion entre componentes: génesis instrumental

En la Figura 1 de la introduccion se muestra el ETM con sus planos, sus componentes y sus génesis, las
cuales articulan y hacen evolucionar los planos epistemolédgico y cognitivo (Kuzniak, 2011). Pensando en
el ETM-idéneo, una propuesta de ensefianza puede activar y controlar estas génesis, es decir, desarrollar
una circulacion especifica. También se puede analizar la circulacion en el ETM personal como en el
referencial y en el idoneo.

La génesis instrumental da cuenta de como un artefacto se convierte en un instrumento y de esta forma se
integra al humano para construir conocimiento matematico (Artigue, 2002): el artefacto (Rabardel, 1995)
es un objeto material o abstracto destinado a dar sustento a la actividad del hombre en la ejecucion de un
cierto tipo de tarea; el instrumento es lo que un sujeto construye a partir del artefacto. La génesis
instrumental es el proceso de transformacion de un artefacto en instrumento.

El proceso de instrumentalizacion (Trouche, 2002) se apoya en un reconocimiento de las funciones del
artefacto y lo convierte en una herramienta matematica funcional al estudiante. Correspondientemente, el
de instrumentacion (Ibid.) de las acciones matematicas por el uso de la herramienta involucra la
construccion de esquemas mentales personales y la apropiacion de otros preexistentes para desarrollar y
entender (de manera eventualmente distinta) la actividad matematica. La instrumentalizaciéon puede
conducir al enriquecimiento del artefacto por un mejor aprovechamiento del mismo, pero también a su
subutilizacion (Artigue, 2002). De alli la importancia de la pregunta de como potenciar el artefacto para
que se instrumentalice en los paradigmas y asi las génesis hagan evolucionar el ETM.
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4.2 El artefacto como instrumento teorico

Los artefactos pertenecen al plano epistemologico (Houdement & Kuzniak, 1996, 2006; Kuzniak, 2011) y
corresponden a todo lo que le permite al usuario manipular los objetos matematicos, o, mejor dicho, su
representacion, con la finalidad de abordar la tarea en concordancia con la génesis discursiva.

Ahora bien, en el enfoque de Rabardel (1995), los artefactos estan relacionados con sus usos y no deben
ser considerados como entes transparentes. En este sentido, los instrumentos son entidades mixtas
formadas por el objeto técnico (artefacto) —material o simbdlico— y componentes cognitivas al momento
de manipular al representamen (Peirce, 1978, Kuzniak 2011), relacionados con sus usos (esquemas de
uso) —la génesis semidtica—.

Mas atin, segiin hemos podido comprobar a partir de los casos analizados en el estudio, un representamen
que un estudiante identifica como del dominio algebraico activa la génesis instrumental, iniciandose un
proceso de instrumentalizacion para dar cuenta de una tarea geométrica, y los casos que hemos analizado
dan cuenta de ello. Por ejemplo, ocurre con frecuencia en problemas de caracter geométrico que, si a un
trazo desconocido se le asigna la variable “x”, ello induzca a trabajar el problema geométrico en el
dominio algebraico; esto pareceria una manera de obrar no solo habitual sino apropiada, sin embargo, se
corre el riesgo de que el profesor debutante obstaculice el desarrollo geométrico.

5. El caso de los profesores debutantes

A continuacion presentamos evidencia en aula de dos profesoras debutantes, PD1 y PD2, cada una titulada
en una universidad chilena (distinta) con tradicién en formacion de profesores, ambas con contrato regular
en sus respectivos liceos. Las grabaciones se realizaron durante los afios 2011 y 2012. Las clases que
analizamos aqui corresponden a una de PD1 en Geometria (teorema de Tales) y otra de PD2 en Algebra
(sistema de ecuaciones lineales), realizadas ambas para alumnos de 15-16 afios (2° afio de liceo). Estos dos
casos resultan ser distintivos en los respectivos dominios de interés en esta investigacion, y muestran
como un profesor debutante instrumentaliza una tarea con sus alumnos.

En las grabaciones se identificaron episodios y tareas que entregaron los PD. Con posterioridad a ello, se
identificaron génesis y circulaciones en el ETM para su respectivo analisis.

5.1 Teorema de Tales

PD1 traté el teorema de Tales en su clase, ¢ introdujo el tema mediante el problema de buscar una altura
(medida inaccesible) de una piramide sirviéndose del largo de un baston. Este episodio es el que se
muestra transcrito (ver tabla II). Posteriormente hubo un segundo episodio, que ejemplifica la situacion
con trazos desconocidos, y un tercero en que se muestra el teorema (general), y en el cual la tarea es
determinar el trazo desconocido.

La practica de aula de PD1 muestra que privilegia la figura en que se presenta el teorema en los textos
escolares habituales en Chile. El centro de la tarea que propuso fue determinar el valor de una incognita y
resolver bien una ecuacion, mostrando “pasos” para aplicar en forma correcta la algoritmia asociada; con
esto, cambia el problema desde el dominio geométrico al algebraico. PDI1 utiliza la componente
visualizacion para transitar al referencial, sin activar la génesis discursiva en GI o GII.

En la Tabla II mostramos la presentacion de la tarea asociadas al desarrollo de la clase de PD1.
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TABLA II
Presentacion del Teorema de Tales y la circulacion en el ETM
Tarea Circulacion Descripcion y caracterizacion del | Intervenciones de estudiantes
ETG del Profesor
Tarea de clase: 3 Relaciona la semejanza con la | I1: Un estudiante (pregunta por la
proporcionalidad, estudiada la clase | sombra que se determinara, pues la
. anterior segun PD1. configuracion 3D/2D dibujada no se
Determinarla | 1 i i relaciona directamente con los objetos
altura  de  una Llos’ objetos que menciona son la e )
pirdmide median- plramlqe y su altura, ’para . . .
A determinar la altura de un baston. [2: Un estudiante pregunta si esto

te semejanza de
triangulos.

Tarea genérica:
Determinar  la
medida de un

cateto mediante
la
proporcionalidad

de triangulos.

En la pizarra se representa la
piramide (3D/2D) 2 mediante el
dibujo de un tridngulo rectangulo a
mano alzada; no usa artefactos de
manipulacion, muestra dos
triangulos rectangulos (sin indicar
que lo son) donde los -catetos
corresponden a la sombra (ver 11,
columna siguiente) y altura de una

piramide y un baston,
respectivamente.

Obs. 1: PDl1 no justifica Ia
piramide y tampoco hace relacion
con la semejanza, estudiada
anteriormente.

Obs. 2: ante intervencion I2

responde que si, y que a partir de
esta idea nace el teorema.

permite determinar medidas de otros
objetos.

En la tabla solo hemos puesto la tarea como la presenta la profesora PD1, sin continuar con el desarrollo y

la descripcion de la circulacion, la cual se encuentra codificada en la segunda columna, segun lo sefalado
en 3.43. En la transcripcion que sigue, podemos constatar que PD1 cambia del marco geométrico al

algebraico, no haciendo la génesis apropiada para mantener al alumno en el ETMG. Ante la primera
pregunta del estudiante, que evoca una ecuacion, ella promueve el uso del Algebra con el objeto de

plantear una ecuacioén cada vez que tiene un segmento desconocido. Esto evidencia el cambio en el
espacio de trabajo y asi la tarea geométrica es una excusa para pasar a las ecuaciones, como si fuese una

“geometria aritmetizada” perdiendo el horizonte la tarea geométrica en si. A continuacién mostramos
cuando PD1 cambia el problema de proporcionalidad a uno de solucién de una ecuacion (de ETMG a

ETMA).

[PD1]: “Claro, si, porque a lo mejor no solo lo podemos hacer para el caso de la piramide, o sea, de ahi nacio el
teorema. Pero, por ejemplo, yo podria saber cuanto mide un edificio y quiero saber cudnto mide la sombra
que proyecta ese edificio, o la sombra que proyecta un drbol, entonces vamos a ver mas ejercicios de

Una figura de tres dimensiones es trabajada en dos dimensiones (Duval, 2005).

Es decir: 1, representamen; 2, artefactos; 3 referencial; A, visualizacion; B, construccion; C, prueba.
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aplicacion, porque ademds no solo se aplica el teorema de Tales para el triangulo. Lo vamos a ver también
para cuando las rectas son paralelas, cuando hay dos rectas secantes. Pero la idea es que entiendan que el
teorema de Tales tiene que ver con lados proporcionales, entonces eso es lo que nosotros vamos a ir
buscando, cudles son los lados proporcionales”.

[A2]: (A PD1). “Con el uno supongo que se verifica, con el 3, ;jqué se hace?”.

[PD1] “En el caso, por ejemplo, de que fuera un 3, me diera 3x, estaria multiplicando, ;como pasaria para despejar
la ecuacion?”.

[A2]: “Dividiendo, pero profe, quedaria x, el x siempre tiene que quedar solo... *

[PD1]: “Claro, porque lo que queremos saber es la incognita’.

Se observa que PD1 tiene un discurso frente al teorema de Tales que no activa. Mas precisamente, PD1 no
activa la génesis discursiva, y la hipotesis del teorema queda relegada al dibujo (a lo icénico): habla de
lados proporcionales pero se centra en plantear la ecuacion y despejar la “x”, sobre todo en ejemplos en
los cuales bastaba usar la proporcionalidad para determinar el trazo desconocido y la ecuacidén no era
necesaria. PD1 activa la génesis instrumental, sin embargo postulamos que, a pesar de que la ecuacion sea
un artefacto simbdlico en el dominio de la Geometria, al no ser aquella instrumentalizada
geométricamente, ocurre que la tarea inicial cambia de dominio y de ese modo no se desarrolla ni se

explota el ETM apropiado.

En términos globales, en la clase de PD1 se observa una circulacion (A-1-2-B) en el ETM activada por las
génesis instrumental y semiotica, pero no obtiene un desarrollo del dominio de la Geometria dado que su
centro de interés es resolver ecuaciones.

5.2 Figuras geométricas prototipicas y la algebrizacion de la Geometria

En los textos escolares chilenos, en las clases y en las evaluaciones de medicion a la calidad de la
educacion (nacional) se usan figuras prototipicas asociadas a teoremas clasicos. Por ejemplo, la que
aparece en la Figura 1 (que aparece mas abajo) es una de ellas.

Es interesante notar que tanto la expresion “teorema de Tales” como la figura prototipica de este y la
ecuacion correspondiente funcionan como representamenes del teorema, y se requiere de una articulacion
de las tres génesis para su comprension correcta en el ETMG. A partir de los trabajos de Duval, es natural
pensar que la figura prototipica funciona como icono, mas aun si la tarea se algebriza y la génesis
discursiva es bloqueada por esto ultimo.

Con el objeto de entender mejor lo que venian sugiriendo los videos de aulas, se realizdo un estudio
adicional con la ayuda de un tesista (Merino, 2012). Este estudio da cuenta de un aspecto del ETM
personal de veinte estudiantes entre 16 y 18 afios que han sido sometidos a un proceso de ensefianza como
el que evidenciaban los PD.

Se presentd el dibujo de un tridngulo isésceles ABC, de base AB. El tridngulo incluye un segmento DE,
donde D estd sobre AC y E sobre BC, el cual es visual y claramente no paralelo a la base. Se dan las
medidas de AD, DC y AB, y se pregunta si es posible determinar la longitud del trazo EH, donde H es el
punto de interseccién de DE con la altura del tridngulo (trazada desde C).

Ante el problema, el 60% de los estudiantes procedié a calcular los valores de los segmentos con los
valores asignados a los trazos en el dibujo, utilizando el teorema de Tales. Los restantes sefialan que falta
tener informacion adicional; de estos, s6lo el 30% afirma que lo que falta es una condicion: el paralelismo.
La tarea fue planificada de tal forma que no siendo una actividad tipica evidenciara lo que estdbamos
suponiendo que ocurriria, esto es, que los estudiantes visualizarian la figura prototipica y las
correspondientes propiedades como un todo, sin verificar sus diferentes aspectos —como en el caso antes
descrito, en el cual la hipotesis de paralelismo del teorema no esta presente para un gran porcentaje de los
estudiantes—.
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5.3 Sistema de ecuaciones

PD2 aborda el problema de resolver sistemas de ecuaciones lineales con dos incégnitas. El caso es
aparentemente inverso al anterior, ya que, a pesar de que la institucion sugiere resolver estos sistemas en
forma geométrica, cambia de dominio. PD2 resuelve el sistema en la forma en que estos sistemas son
tratados en textos escolares oficiales, pero no advierte que realiza una generalizacion inapropiada, que
veremos a continuacion.

El espacio de trabajo de PD2 tiene una fuerte vinculacion entre las componentes visualizacion y artefacto.
La clase se inicia (primer episodio) explicando qué es la solucion de un sistema de ecuaciones lineales
escritas en lenguaje simbdlico via sustitucion de las ecuaciones y verificacion de la igualdad numérica.
Pero el centro de la clase consiste en determinar dicha solucién, mediante el “método grafico”, i. e.,
solucionar el sistema con un tratamiento netamente geométrico: dibujar las graficas de las ecuaciones
involucradas, analizar si existen o no soluciones, dependiendo de la interseccion eventual de las graficas
(Figura 1).

A continuacion, el extracto de cuando PD2 busca la solucion con el método geométrico:

[PD2] : (A los estudiantes). “;Cual es el procedimiento? Lo primero que debemos hacer para encontrar las
soluciones es graficar las ecuaciones. Paso numero uno, entonces, graficar. Lo que vamos a trabajar ahora
son solamente con rectas. Eso es lo que hemos visto hasta el momento, asi que vamos a graficar solamente
rectas. Después, con el paso del tiempo, vamos a ir avanzando en otras funciones. Paso numero uno
entonces, graficar cada recta en el plano cartesiano”.

[PD2]: “Y una vez que ya tememos graficadas las rectas hallamos el punto donde se intersectan las rectas.
Hallamos el punto de interseccion de las rectas”.

[A4]: (A PD2). “;Viene otro paso?”

[PD2]: “Es que no hay mas pasos”

[A3]: “/Eso era todo?”

[PD2]: “Si, eso es todo. Recuerden que graficamente era encontrar el punto de interseccion y sera la solucion a
ambas ecuaciones”.

Con esta tarea y su proceder, PD2 articula los componentes visualizacion y artefacto para llegar al
referencial del ETG. Cabe destacar, a nivel de artefacto, que para esta actividad los estudiantes debian
trabajar con una hoja de papel milimetrado, lo que sugiere precision en la escala de los ejes, y por ende en
la solucion del sistema.

[PD2]: (A los alumnos). “Aun no vamos a usar la hoja milimetrada, asi que saquen cuadernos, lapices y presten

>

atencion”.
A continuacion, la profesora muestra una presentacion similar a la de la Figura 1 con la intencioén de
explicar el método, y finaliza como sigue:
[PD2] (A los alumnos). “Atencion, es importante. Este método no es siempre util totalmente porque a veces nos

vamos a encontrar que el punto de interseccion va a ser super dificil de determinar y no se va a ver
claramente en algunos casos”.

[PD2]: “Al graficar un sistema de ecuaciones lineales con dos incognitas se pueden observar tres casos. Lo
importante es que sepan que, cuando graficamos rectas, ocurren tres casos. Puede ocurrir que las rectas
sean secantes, o sea, se corten en un punto, sean paralelas o que coincidan las dos”.

Lo anterior es presentado en textos (Cf. Figura 1), en los cuales hay observaciones mas explicitas del

dominio o pertinencia del método geométrico aludido, es decir, se indica expresamente que es un método
para algunos casos y que por ello se requiere de otros que posteriormente se desarrollan.

Tous droits réservés © 2014 Le comité éditorial ETM3



Actes ETM3 Troisieme symposium Espace de Travail Mathématique 57

EN RESUMEN

¢ Resolver un sistema de ecuaciones lineales con dos incognitas grificamente es encontrar el punto
(x, y) de interseccion entre dichas rectas. Por esta razon, un sistema puede tener:
- una unica solucion, si y solo si su representacion en el plano cartesiano es a través de
dos rectas secantes. En este caso, se dice que el sistema es compatible.
- infinitas soluciones, si y solo si se representa en el plano como una tnica recta. En este caso,
se dice que el sistema es compatible indeterminado.
- ninguna solucidn, si y solo si en el plano se representa como dos rectas paralelas. En este caso,
se dice que el sistema es incompatible.
¢ Al graficar un sistema de ecuaciones lineales con dos incégnitas, se pueden observar tres
situaciones, dependiendo de la posicion relativa entre las rectas en el plano cartesiano:

Rectas secantes Rectas paralelas Rectas coincidentes
_/" .-v’(
# e
Hay una solucién: No hay solucion: Hay infinitas soluciones:
sistema compatible. sistema incompatible. sistema compatible
indeterminado.

Figura 1: Presentacion habitual en un texto escolar Segundo Medio.

Es claro que resolver el sistema es una tarea algebraica y que recurrir a la soluciéon geométrica es un
proceso de visualizacion de esta tarea. Asi, la génesis semiotica corresponde a ETMA y no a una génesis
figural en ETMG. Los puntos (iconos geométricos) no son solucion del sistema sino que corresponden a
una aproximacion, y la existencia de las soluciones depende del sistema numérico en que estan planteadas
las ecuaciones. Como vemos, una vez finalizado el tratamiento grafico y el proceso de visualizacion, el
estudiante puede determinar la viabilidad de la solucion. Es decir, se produce circulacion (o proceso) en el
ETMA entre las génesis instrumental y semiotica, pero no la hay en la génesis discursiva, ni de las otras
con esta ultima. Por lo tanto, el trabajo permanece en el plano vertical “proceso de descubrimiento” del
ETMA, pero no se activa el proceso de validacion (ver Figura 4 de Kuzniak y Richard, 2014, en este
Numero Especial), tanto en el ETMA como el ETMG. (Para activar la génesis discursiva en el ETMG, por
ejemplo, habria sido conveniente incluir algin tipo de argumentacion geométrica a partir de las
situaciones representadas en la Figura 1).

En el primer parrafo de la transcripcion, PD2 no realiza la génesis semiodtica apropiada en Algebra, ya que
confunde el punto como icono geométrico con el par ordenado que aproxima a la solucion. Asi, el método
geométrico quedo a nivel de artefacto que no fue instrumentalizado.

6. Conclusiones

La teoria ETM ha mostrado ser una herramienta util para analizar con categorias fecundas diversos
procesos que subyacen a los aprendizajes y al proceso de transposicion; en particular, es conveniente para
poner atencion en la articulacion de los ‘paradigmas’ (sensu lato) sobre los cuales se basa la formacion
disciplinaria de un profesor y los que pone en juego en su ensefianza.

Respecto de la utilizacion del Algebra en otros dominios, las evidencias mostradas (y otras) podrian tal
vez ser consideradas como fundamento de la hipdtesis de que aquello no deberia ocurrir, y la de que
habria que evitar la algebrizacién. Ahora bien, sabido es el rol importante rol que ha cumplido el Algebra
en el desarrollo de la Matematica, y ello no solo como herramienta de calculo sino también como modelo
a seguir (Mena-Lorca, Mena-Lorca, Morales & Montoya, 2012). Dado que ese rol no ha variado
substantivamente, es importante incluir cuando corresponde el recurso al registro algebraico, etc. La
cuestion al respecto, nos parece, es como hacer lo anterior de modo que no bloquee las génesis.
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Ademas, hemos mostrado que seria deseable que los profesores articularan (intencionadamente) el plano
epistemologico con el plano cognitivo, de manera de promover la construccion de un ETM adecuado en
sus alumnos.

Los casos presentados aqui muestran claramente que ninguno de los procesos anteriores se lleva a cabo en
los profesores debutantes estudiados. La formacion inicial de los profesores deberia poner atencion
explicita y especial a esta materia; nos parece, ademas, que el estudio aqui presentado entrega elementos
adicionales para incorporar a esa formacion.

Agregamos, a continuacion, algunas conclusiones que pueden servir de guia para tener buen éxito en la
construccion correspondiente.

Para ello, es necesario comprender los mecanismos y los procesos por los cuales son concebidos los
artefactos, materiales o simbolicos, para proporcionar ayuda real al geometra (o algebrista...). Ademas, se
deben analizar y comprender los significados en sus dominios matematicos. Asi, el rol del profesor es
fundamental para que potencie un trabajo geométrico del estudiante y no uno que se reduzca a
“algebrizacion”, y para explicitar el ETM que se desea desarrollar. (Evidencias con otro PD muestran que
en la enseflanza de la Probabilidades ocurre un problema similar al que hemos comprobado en la
Geometria, la diferencia es que la validacion aparente va por un proceso de experimentacion, pero
realmente queda a nivel de “comprobacion de formula” previamente presentada por el profesor
debutante).

Génesis instrumental: un cambio de espacio de trabajo

En los casos de PD1 y PD2, las tareas por ellos propuestas fueron abordadas con un artefacto simbolico, el
cual no tuvo la génesis apropiada para apoyar el espacio de trabajo matematico original, lo que redunda en
ineficiencia en el uso de ese artefacto a pesar de su potencialidad; es decir, si las génesis del ETM no se
articulan apropiadamente en el dominio asociado a la tarea, pueden generar que se cambie de dominio
debido a que el artefacto no se ha instrumentalizado —y no se puede esperar que el estudiante enriquezca el
instrumento via la componente referencial-. En algunos casos, este cambio de dominio puede ser sin
retorno; con esto, el espacio de trabajo personal no se desarrolla en toda su dimension.

Génesis semiotica: el representamen

Analogamente a lo anterior, tenemos que el representamen depende del dominio que se desea desarrollar y
de la apropiada génesis semidtica. En el caso de PD2, la visualizacion de un punto en un dominio
algebraico o geométrico difiere de acuerdo a la génesis semiotica del espacio de trabajo. En Montoya
(2010) ya se habia evidenciado que la inapropiada génesis discursiva generaba dificultades en sus
utilizadores.

Por otra parte, el profesor debutante potencia dibujos “clasicos” que confunden o al menos generan
obstaculos didacticos; el problema se origina cuando las representaciones tratadas desde un punto de vista
grafico no intencionan la circulacion por el referencial. Una apropiada circulacion entre las génesis en sus
dominios especificos y claridad respecto del paradigma que se esta desarrollando potencian el ETM
personal. Una forma de activar la génesis discursiva o de mantenerse en ambito geométrico podria ser a
través del manejo semantico de las expresiones en los teoremas clasicos; por ejemplo, respecto del
teorema de Tales, leer las proporciones que se generan, y hacer lo mismo cuando se plantea la ecuacion
que es utilizada para determinar uno de ellos. No proponemos, por cierto, que no se utilicen las
ecuaciones; la idea es no plantear la ecuacion y luego simplemente reemplazar “los nimeros” de los trazos
conocidos y usar la incognita x , sino que la ecuacion arrastre los significados en el lenguaje y la notacion,
y asi las fracciones sean un modelo de la proporcion que arroja el teorema.

La evidencia de 5.3 muestra que los estudiantes visualizaron y usaron el mecanismo de iconicidad (del
paralelismo, por ejemplo), y con base en ello realizaron sus producciones. En general, su referencial es
débil, dado que no considera hipétesis requeridas para que se cumpla una determinada propiedad.
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La génesis discursiva

El marco tedrico ETM acoge las ideas semidticas de Duval (2005) y, en particular, el mecanismo de
iconicidad, mediante la génesis semiodtica, pero especifica ademas otras génesis: la instrumental y la
discursiva. Nuestro estudio confirma la evidencia de que el proceso de visualizacion es fundamental en
determinadas tareas matematicas (Ibid.), pero muestra ademas que una determinada génesis puede estar
complicando (u obstaculizando) la construccion del objeto matematico. Una génesis semiotica
“defectuosa” redunda en que se utilicen argumentos incompletos por falta o bloqueo de la génesis
discursiva, creandose asi un paradigma en que la génesis discursiva no existe o se reduce a que el proceso
algebraico fue bien hecho.

La transposicion y el curriculo

Como queda dicho, los planos cognitivo y epistemologico del ETM se pueden relacionar y articular
apropiadamente para generar circulaciones en el ETM, de modo de activar las génesis y con ello
desarrollar el dominio bajo estudio y generar un ETM personal apropiado en el alumno. Seria de esperar,
por tanto, que la ensefianza organizara el conocimiento de modo que el proceso de transposicion activara
aquellas génesis. Al respecto, habria que tener especial cuidado en activar la génesis discursiva. Es
inmediato entonces que, por tanto, la transposicion de esta debe ser un tema en la formacion inicial y
continua.

Nuestro estudio de profesores debutantes muestra, sin embargo, evidencias en contrario. Por una parte, el
recurso habitual a la algebrizacion de un problema geométrico puede impedir que los alumnos
instrumentalicen recursos propiamente geométricos y con ello obstruir la génesis discursiva. La direccion
contraria, esto es, el recurso a la geometria ante una situacion algebraica, corre por su parte el riesgo de
reducirse a una visualizacion iconica; en tal caso, puede que la situacion algebraica no se enlace con la
herramienta (Douady, 1984) geométrica, lo que obstaculiza la formaciéon de un ETM apropiado en los
alumnos, o que la pregnancia del icono obstaculice una génesis discursiva correcta.

La consecuencia inmediata de lo anterior es que, en el caso de los profesores estudiados, el proceso de
transposicion aparta o incluso impide un funcionamiento apropiado del ETM y por tanto se obstaculiza la
construccion del conocimiento matematico deseado.

De alli nuestro convencimiento de que las instituciones formadoras podrian beneficiarse grandemente de
la inclusion de la teoria de Espacio de Trabajo Matematico en sus curriculos.
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Bernard Parzysz

Espaces de travail en simulation d’expérience aléatoire au lycée : une étude de cas

RESUMEN . Hoy , la ensefianza de la probabilidad hace un gran uso de la computadora, especialmente para
simular varios experimentos aleatorios. Este articulo, que se refiere al marco tedrico de los espacios de trabajo
matematico de Kuzniak, estudio un tipo de tareas que se ofrecen a los estudiantes franceses con frecuencia. Para
realizar estas tareas , la hoja de célculo -plotter se utiliza a la vez como generador aleatorio , como ldgico
herramienta y como calculadora. Por esta razon, se ofrece a los estudiantes muchas indicaciones "técnicos" en el
uso de software. Al mismo tiempo , se debe desarrollar un modelo de experiencia y simular con el uso del
software , y que sea lo que debe navegar a través de varios paradigmas probabilisticos y estadisticos , y por lo
tanto a través de multiples espacios de trabajo, pero aqui no hay indicacién explicita dada para ayudar a
identificar el paradigma correcto. Ademas , la redaccion de la tarea es a menudo ambiguo , por lo que es dificil
determinar los paradigmas en los que se supone que debe funcionar.

PALABRAS CLAVE: Probabilidades, hoja de calculo, experimento aleatorio, simulacion, modelado, los
espacios de trabajo matematicos.

ABSTRACT. Today the teaching of probability makes a great use of software, especially to implement
simulations of various random experiments. This paper, using the theoretical framework of Kuzniak’s Spaces for
Mathematics Work, studies an emblematic type of task frequently given to French 11th graders. In order to solve
such a task the spreadsheet is used in turn as a random generator, a calculator and a logical tool. For this reason
the student is given much ‘technical’ indications on how to use the software. Simultaneously he/she has to
elaborate a model of the experiment, then simulate it with the software, thus he/she has to move through several
probabilistic and statistical paradigms, and therefore through several workspaces, but this time hardly no explicit
clue is given to help him/her identify the suitable paradigm. Moreover the wording of the task is often
ambiguous, which makes difficult knowing in which paradigm you are supposed to work.

KEY WORDS: probability , spreadsheet , random experiment , simulation , modeling , spaces for mathematical
work.

RESUMO. Hoje , o ensinamento de probabilidade torna grande utilizagdo do computador , especialmente para
simular varios experimentos aleatorios . Este artigo , que se refere ao quadro teoérico de espacos matematicos
trabalho Kuzniak , estudar um tipo de tarefas oferecidas a estudantes franceses com freqiiéncia. Para executar
essas tarefas , folha de calculo plotter ¢ usado tanto como aleatoriamente como uma ferramenta logica e uma
calculadora. Por esta razdo , os alunos sdo oferecidas muitas indicagdes "técnicas" no uso do software. Ao
mesmo tempo , ele deve desenvolver um modelo e simular a experiéncia com o uso de software, e ¢ isso que
deve navegar através de varios paradigmas probabilisticos e estatisticos , e, portanto, em varios espagos de
trabalho , mas ndo aqui nenhuma indicagdo explicita dada para ajudar a identificar o paradigma correto. Além
disso , a formulagdo da tarefa ¢ muitas vezes ambigua , o que torna dificil determinar os paradigmas que ¢
suposto para trabalhar

Palavra-chave: planilha , experimento aleatorio , simulacdo , modelagem, espago de trabalho matematica
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RESUME. Aujourd’hui, I’enseignement des probabilités fait grand usage de I’informatique, en particulier pour
simuler des expériences aléatoires variées. Cet article, qui se référe au cadre théorique des espaces de travail
mathématiques de Kuzniak, étudie un type emblématique de taches fréquemment proposé aux éléves francais de
Premicre. Pour réaliser ces taches, le tableur-grapheur est utilisé tour a tour comme générateur de hasard, comme
calculatrice et comme outil logique. Pour cette raison, on fournit a 1’éléve beaucoup d’indications « techniques »
sur I’'usage du logiciel. Simultanément, il , il doit élaborer un modéle de 1’expérience, puis le simuler a 1’aide du
logiciel, et pour ce faire il, il doit naviguer a travers plusieurs paradigmes probabilistes et statistiques, et donc a
travers plusieurs espaces de travail, mais ici aucun indice explicite ne lui est donné pour ’aider a identifier le
bon paradigme. En outre, I’énoncé de la tache est souvent ambigu, ce qui rend difficile la détermination des
paradigmes dans lesquels on est censé travailler.

MOTS CLES: probabilités , tableur , expérience aléatoire , simulation , modélisation , espaces de travail
mathématique.

1. Introduction

L’enseignement des probabilités a considérablement évolué dans le cursus secondaire frangais (Parzysz, 1997),
passant d’une conception purement « laplacienne » de la notion de probabilité, requérant 1’équiprobabilité des
événements élémentaires, a une approche beaucoup plus nuancée, et élargie, intégrant une conception de type
« fréquentiste », dans laquelle la probabilit¢é d’un événement lié & une épreuve aléatoire apparait comme
« limite » de la fréquence d’apparition de cet événement dans une suite de répétitions de I’épreuve. De méme
qu’en géométrie, la question de la modélisation apparait comme un élément important de cette approche, et je me
suis plus particuliérement attaché a voir si la notion d’espace de travail géométrique (ETG) de Houdement &
Kuzniak (2006) pouvait se transposer, mutatis mutandis, dans le domaine des probabilités (Parzysz, 2011), en
espace de travail probabiliste (ETP).

Poursuivant cette démarche d’investigation, et partant du fait que, aujourd’hui, les outils technologiques tiennent
une aussi grande place dans un domaine que dans I’autre, je me suis intéressé aux usages du tableur-grapheur
dans I’enseignement des probabilités au lycée, et plus particuliérement au role de la simulation informatique
dans la démarche de modélisation. Ainsi que le fait remarquer Trouche (2005) :

Le développement des outils informatiques a eu des effets trés importants sur le développement de
certaines branches des mathématiques ou sur le développement de nouveaux domaines (...) et a
donné un nouveau statut aux aspects expérimentaux de la recherche (...). Ces effets s’ exercent
aussi sur les mathématiques enseignées. (...) Les outils ont aussi des effets importants sur les
modes de travail des éleves. (...) Enfin les outils mis en ceuvre dans [’enseignement ont des effets
profonds sur la conceptualisation. » (p. 267).

C’est a cet aspect de 1’activité mathématique en classe que je vais m’intéresser ici, en prenant comme support
une activité de type courant proposée dans un manuel récent de la classe de premicre scientifique (programme
entré en vigueur en septembre 2011).

2. Cadre théorique

Mon cadre théorique de référence comprend bien sir la notion de paradigme inspirée de Kiihn, appliquée a la
géométrie par Houdement & Kuzniak (2006) et que j’ai entrepris de transposer aux probabilités en suivant le
paralléle fait par Henry (1999) entre les deux domaines. Dans D’article cité plus haut, je définissais plusieurs
paradigmes probabilistes mis en ceuvre, de fagcon plus ou moins explicite, dans I’enseignement frangais, au
college et au lycée :

- celui de la « réalité », c’est-a-dire de 1’expérience concrete effectivement réalisée a 1’aide d’objets matériels
(dés, pieces de monnaie, roue de loterie, jetons sortis d’une urne, etc. ;
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- un paradigme P1, issu d’une premiére modélisation dans laquelle on associe a 1’expérience concréte une
liste des issues prises en compte et un protocole expérimental précis (expérience pseudo-concréte), assurant
que l’expérience pourra étre répétée dans les mémes conditions, la répétition donnant lieu a des
observations permettant d’attribuer une chance d’apparition a chacune des différentes issues ;

- un paradigme P2, obtenu en posant un « regard probabiliste » (Henry, 1999) sur I’expérience, dans lequel
on définit I’expérience aléatoire générique, ainsi que la notion de probabilité. On entreprend alors d’étudier
les propriétés de cette probabilité, c’est-a-dire qu’on construit une algebre des événements, illustrée sur des
mode¢les classiques (en particulier des « modeéles d’urne ») et les principales lois de probabilité (binomiale,
exponentielle, géométrique, normale...). Les outils associés sont : la démonstration de type mathématique,
les techniques de calcul usuelles, divers registres de représentation (tableau a double entrée, arbre pondéré,
diagramme ensembliste, graphiques statistiques variés...), ainsi que les outils du cadre de la statistique
descriptive (SD), transposés a celui des probabilités (lien entre fréquence et probabilité, entre moyenne et
espérance mathématique...). Le programme de probabilités de premiére scientifique’ incite d’ailleurs a
opérer un tel rapprochement : « 4 [’aide de simulations et d’une approche heuristique de la loi des grands
nombres, on fait le lien avec la moyenne et la variance d’une série de données ». Mais il s’agit cependant
de bien distinguer les cadres : SD d’un c6té et P1/P2 de I’autre, comme nous le verrons plus loin (§ 4.).

Je me référerai également a la notion d’espace de travail mathématique (Kuzniak, 2011), avec ses trois
composantes :

- un espace réel constitué d’objets matériels, auquel est associé un processus de visualisation ;

- un ensemble d’artefacts (outils, instruments) permettant d’agir sur ces objets, auquel est associé un
processus de construction ;

- un systéme théorique de référence, auquel est associé¢ un processus discursif (argumentation, preuve).

3. Un exercice emblématique

La simulation fait désormais explicitement partie des programmes de mathématiques, et en particulier dans le
domaine des probabilités :

On peut simuler la loi géométrique tronquée avec un algorithme. (...) On peut simuler la loi
binomiale avec un algorithme.
(Programme de premiére scientifique)

Le recours aux représentations graphiques et aux simulations est indispensable. (...) Des activités
algorithmiques sont menées (...), notamment pour simuler une marche aléatoire. (...) La
simulation de sondages sur tableur permet de sensibiliser aux fourchettes de sondage.

(Programme de terminale scientifique?).

Comme le laisse entendre la référence a un algorithme, le mot « simulation » est ici & prendre dans le sens de
« simulation informatique ». Ceci témoigne du souci des concepteurs des programmes de prendre en compte
I’évolution technologique, mais restreint le sens initial du terme, qui est la substitution d’une chose (succédané) a
une autre, afin qu’elle en tienne lieu lors de I’accomplissement d’une action donnée’. Dans le cas qui nous

occupe ici, on peut néanmoins préciser davantage, comme le fait ce manuel de lycée: « Simuler une
experience aléatoire, c’est remplacer cette expérience par une autre, plus économe, plus
rapide, et qui permet d’obtenir des résultats analogues. » (Seconde, Belin 2000). La difficulté

! B.O. spécial n° 9 du 30 septembre 2010.
2 B.O. spécial n° 8 du 13 octobre 2011.
3 Faute d’un marteau, on peut par exemple utiliser une pierre pour enfoncer un clou.
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N .

consiste alors a pouvoir assurer que les résultats obtenus seront « analogues ». Un autre
manuel précise : « Pour simuler une expérience, on décrit I’expérience aléatoire et on la
modélise : on choisit un modéle de tirage aléatoire de nombres qui doit avoir les mémes
propriétés que le phénomene simulé. » (Seconde coll. Abscisse, Magnard 2004). C’est donc
I’existence d’un modele probabiliste commun a I’expérience aléatoire et a son succédané qui
va garantir cette analogie, selon le mode¢le triadique de la figure 1 :

Modele

choix / \ simulation

Expérience 1 Expérience 2

(phénomene (expérimentation)

Figure 1

On peut ainsi utiliser un dé pour jouer a pile ou face ; il suffit par exemple de décider qu’un point pair
correspondra 4 pile et un point impair correspondra a face. A 1’équiprobabilité supposée d’apparition des six
issues du dé correspondra I’équiprobabilité d’apparition d’un nombre pair et d’un nombre impair.

Un type d’exercice couramment proposé par les manuels comporte la simulation d’une situation réelle dans
laquelle différentes issues peuvent se produire de fagon imprévisible, selon le schéma général suivant :

1° simuler la situation a 1’aide d’un tableur

2° observer le résultat de la simulation,

3° énoncer une conjecture sur la probabilité d’une des issues possibles de 1’expérience, ou sur la valeur
possible d’un paramétre qui lui est lié.

Nous allons étudier un exemple typique de ce type d’exercice, qui fait I’objet d’une séance de travaux pratiques
proposée par un manuel de premiére scientifique* (dans ce qui suit, les extraits de I’énoncé figurent en encadré).
Il s’agit donc, en fait et pour reprendre la terminologie de Kuzniak, d’étudier un ETM idoine potentiel relatif au
domaine des Probabilités. Cet exercice présente en outre I’intérét d’articuler la simulation de I’expérience avec la
résolution du probléme.

3.1. Premiére partie : la situation

(Situation réelle évoquée) « On dispose de trois dés tétraédriques parfaits : un bleu, un rouge et un vert’. On
lance ces trois dés et on s’intéresse au nombre de 4 obtenus. Une issue est un nombre a trois chiffres, par
exemple 1 4 3. On considere le jeu suivant : si on obtient trois fois le nombre 4, on gagne 36 € ; si on [’obtient
deux fois, on gagne 2 € ; sinon, on perd 1 €. L’ objectif de ce TP est d’évaluer le gain moyen que [’on peut
espérer sur une série de 2500 lancers. »

4
5

Transmath Premiére S, Nathan 2011, p. 303.

L’énoncé est accompagné d’une photographie couleur montrant les trois dés: on peut (doit) penser que les
sommets de chaque dé sont numérotés de 1 a 4 et que le point marqué correspond au sommet qui est au-dessus du plan
horizontal sur lequel on lance les dés, mais ce n’est pas totalement évident.
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Commentaire. La situation « concréte » est décrite : éléments matériels en jeu (le manuel présente méme une
photographie des trois dés), régle du jeu. Et une question relative a ce jeu est posée.

L’espace de travail est constitué des objets matériels évoqués (les dés), des actions sur ces objets (2500 lancers),
de la régle du jeu et de la grandeur a laquelle on s’intéresse (le gain moyen).

(Modge¢le semi-concret dans P1) « On fait I’hypothése de I’équiprobabilité des issues. »

Commentaire. Cette hypothése permet d’attribuer une probabilité a chacune des issues envisagées ; elle introduit
en fait un modéle probabiliste de la situation. Ce passage par P1 est nécessaire, car c’est un modele que 1’on
simule : « la simulation a pour préalable de choisir un modele » (Ressources pour la classe de seconde,
« Probabilités » p. 7). L’explicitation du modéle est destinée a assurer que c’est bien la méme expérience que
I’on répéte, puisque c’est toujours le méme protocole qui sera mis en ceuvre (Parzysz, 2009). Mais dans la
pratique le modéle est souvent escamoté : on fait comme si on passait directement de la situation réelle a la
simulation. Ce « tour de passe-passe » est facilité par le fait qu’on ne considére que des épreuves aléatoires
(lancer d’une piéce, d’un dé, tirage d’une boule dans une urne...) pour lesquelles il existe un modéle canonique,
qui est alors considéré comme « transparent ». Mais le risque est alors que 1’éléve cherche par la suite a simuler
directement la situation réelle, sans se rendre compte qu’il lui faut pour cela faire des hypothéses, c’est-a-dire
¢élaborer un modele, aussi peu élaboré soit-il.

Dans le modéle annoncé ici « une issue est un nombre a trois chiffres » et, comme chacun des dés peut amener
1,2,3 ou4,il ya4’ =64 issues possibles. En vertu de I’hypothése faite, chaque issue est donc affectée de la
probabilité 1/64.

L’espace de travail de référence, dans P1, est constitué de I’ensemble des issues et de la probabilité associée a
chacune d’elles ; on travaille dans le registre numérique, et plus précisément dans le cadre des rationnels.

3.2. Deuxiéme partie : simulation

La simulation est devenue aujourd’hui un outil usuel de I’enseignement des probabilités. Dans ce domaine
particulier, il s’agit de, pour des raisons d’économie et de performance, de faire exécuter par I’ordinateur — ou la
calculatrice — une longue séquence d’épreuves censées étre analogues a 1’expérience aléatoire simulée. Dans la
programmation de 1’épreuve par la machine intervient le générateur « aléatoire » de celle-ci, lequel est en fait
parfaitement déterministe’. Mais « tout se passe comme si» les nombres produits étaient aléatoirement et
uniformément répartis dans I’intervalle [0 ; 1].

(Tableur) « Simulez plusieurs fois cette expérience (...). Comment évolue la moyenne des gains en fonction du
nombre de lancers ? Quel gain moyen peut-on espérer au bout de 2500 lancers ? »

Commentaire. Le manuel est trés détaillé sur cette phase, dont voici le début :

a) Ouvrez une feuille de calcul et complétez les cellules A2 a D2 avec les formules adéquates.

b) En E2, dénombrez les apparitions du 4 dans la plage de cellules B2 :D2.

A B C D E F G H
1 L Dé Dé Dé vert | Sorties | Gain Moyenne des
Expérience n° .
bleu rouge du 4 gains
2
3

La machine affiche en effet les termes successifs d’une suite récurrente, donc parfaitement déterministe (voir par

exemple [Parzysz 2005]).
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¢) En F2, faire afficher le gain correspondant a l’issue obtenue a l’expérience n° 1. Saisissez l’instruction
conditionnelle : =SI(E2=3;36,SI(E2=2,2 ;-1)). Justifiez qu elle décrit bien la regle du jeu.

d) Dans la colonne H, on désire afficher la moyenne des gains obtenue en fonction du nombre de lancers. Quelle
formule devez-vous saisir ? (...)

Une différence saute aux yeux par rapport a la géométrie : la guidance de I’¢éléve est trés forte, et il reste
cantonné au rbéle d’exécutant. Cette hypertrophie des instructions a pour fonction principale d’éviter a 1’éléve
non familier du tableur d’€tre bloqué (en effet, s’il travaille seul chez lui, qui viendra I’aider ?). Les intitulés des
colonnes sont donnés, et la premiére tache de 1’éléve consiste a introduire la fonction « aléa » dans les cellules
B2, C2, D2 ; il a ensuite a totaliser le nombre de 4 obtenus dans ces trois cellules (fonction « somme »). Il doit
ensuite — plus délicat — utiliser une instruction conditionnelle pour faire calculer le gain correspondant ; le
manuel vient alors a son aide en lui fournissant la formule a entrer. Enfin, il faut faire calculer la moyenne des
gains, ce que I’éléve sait — en principe — faire depuis le colléege. Mais « faciliter la prise en main des logiciels ne
confere pas les compétences requises pour mener a bien des tdches complexes. La transparence que les
interfaces sont censées fournir dépend de la proximité de ce qu’elles proposent avec les représentations initiales
du sujet. » (Rabardel, 1996). La demande de justification de la question c¢) a précisément pour objet de tester que
I’¢léve a compris le sens de 1’instruction donnée a la machine, mais elle risque d’étre purement rhétorique, dans
la mesure ou 1’éleve est livré a lui-méme. Cette question des compétences relatives a 1’outil technologique est
explicitement prise en compte dans un certain nombre de manuels, qui présentent des fiches spécifiques sur la
prise en main des calculatrices (algorithmique), tableurs et logiciels de géométrie dynamique.

Notons au passage que cette partie souléve une autre question, indissociable de la simulation a 1’aide d’outils
technologiques. La premiére question demande en effet de « compléte(r) les cellules A2 a D2 » : il s’agit donc
pour 1’éléve d’introduire la fonction ALEA dans les cases B2, C2 et D2’. Méme si cette « boite noire » ne lui
pose pas probléme, il faut malgré tout qu’il la considére comme un véritable « générateur de hasard », ce qu’elle
n’est pas. Le probléme, de nature déontologique, se situe plutot du coté de 1’enseignant : lorsqu’on demande a
I’¢léve de faire une conjecture sur la base des résultats affichés, sur quoi porte cette conjecture ? Sur ce qui est
effectivement demandé (comme on le ferait en réalisant effectivement I’expérience) ou sur la conformité du
générateur par rapport & ce qu’il est censé produire, i.e. des valeurs d’une variable aléatoire équirépartie sur [0 ;
I[ ? Le recours au générateur impose donc de « faire comme si » il était réellement aléatoire et, en attendant les
ordinateurs quantiques qui seront capables de fournir du vrai hasard, de lui faire confiance.

3.3. Quel modéle ?

Au-dela du guidage qui refléte la difficulté que les auteurs du manuel attribuent aux diverses tiches dévolues a
I’¢leéve, il faut remarquer que le modéle implémenté n’est pas celui qui est annoncé. En effet, I’observation des
intitulés des colonnes montre que 1’équiprobabilité supposée par le tableur est celle des quatre sommets pour
chaque dé, et non celle des 64 nombres a trois chiffres possibles. Une procédure de simulation plus « congrue »
— selon Duval — au modéle annoncé aurait consisté a faire afficher le nombre a trois chiffres obtenu de fagon
aléatoire et équiprobable et a lui associer le gain correspondant. Dans le contexte de la simulation, j’ai naguére
plaidé pour la recherche d’un modele aussi « proche » que possible de la situation réelle, au moins dans les
débuts de ’apprentissage (Parzysz, 2009) : la notion de schéma d’expérience, premiére étape vers la notion de
modéle probabiliste, peut alors se construire sur 1’analogie constatée entre les tableaux du grapheur
correspondant a des expériences diverses. Dans le cas qui nous occupe, les deux modéles indiqués ci-dessus sont
bien sir, du point de vue de la variable aléatoire G considérée, équivalents. Plus précisément :

- dans le modeéle annoncé, les issues sont les 64 nombres a trois chiffres, dont un seul comporte trois
chiffres 4, 9 comportent exactement deux chiffres 4, 27 comportent exactement un chiffre 4 et 27 n’en

Par exemple sous la forme ENT(1+4*ALEA()).
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comportent aucun. La loi de probabilité de G est donc donnée par P(G = 36) = 1/64, P(G = 2) = 9/64, P(G
=—1)=27/32.

- dans le modé¢le entré dans le tableur, on a trois dés a quatre sommets numérotés 1, 2, 3, 4 et, pour chacun :
p(1) = p(2) = p(3) =p(4) = %. Pour chaque lancer des trois dés on note le nombre total de 4 obtenus, de
facon a lui attribuer un gain.

Mais le premier modéle aurait évidemment été assurément plus compliqué a implémenter dans le tableur, et ¢’est
pourquoi les auteurs ont — mais implicitement — préféré une autre modélisation. Il n’en reste pas moins que la
phrase « Une issue est un nombre & trois chiffres » apparait, non seulement superflue, mais malheureuse
puisqu’elle oriente 1’¢éléve vers un modéle différent de celui mis en ceuvre dans le tableur. Il en va d’ailleurs de
méme pour la distinction des trois dés par leur couleur, qui n’apparait pas a priori pertinente ici et dont la
véritable fonction (implicite) est d’identifier chacun des trois dés, I’un donnant le chiffre des centaines, un autre
le chiffre des dizaines et le troisiéme le chiffre des unités. En définitive, pour améliorer la congruence entre la
situation réelle et la procédure de simulation, il aurait sans doute été préférable de se référer a trois lancers
successifs du méme dé, ce qui aurait conduit & un tableau tel que ci-dessous :

A B C D E F G H
1 L. 1 2°me 3ome Sorties | Gain Moyenne des
Expérience n° .
lancer lancer lancer du 4 gains
2
3

On va a présent se situer dans le domaine de la statistique descriptive (SD) : le tableur va fournir une série de
données sur laquelle on fera effectuer des calculs (ici, une moyenne).

En définitive, les fonctionnalités du logiciel (instrumentalisation) ici mises en ceuvre sont :

- le générateur de hasard

I’outil de recopie (2500 épreuves)
- le calculateur (somme, moyenne)
- Toutil logique (instruction conditionnelle).

Et on peut également y inclure le grapheur, puisqu’on trouve aussi dans 1’énoncé la consigne :

| 1) Sélectionnez les colonnes A et H, puis représentez le gain moyen en fonction du nombre n d’expériences. »

Le registre des graphiques cartésiens, lié au processus de visualisation, posséde ici, comme c’est le cas avec les
logiciels de géométrie, un aspect dynamique, grace au calcul sur ordre (touche F9) qui fait apparaitre les
fluctuations d’échantillonnage et la convergence de fagcon bien plus nette que le seul tableau. C’est un outil
important, mais qui a néanmoins des limites — c’est le cas de le dire —, étant donné que la limite de la série des
fréquences, dont on postule 1’existence, n’est pas nécessairement accessible (en particulier si elle n’est pas
décimale).

3.4. Quel(s) espace(s) de travail ?

Au départ de cette phase de simulation, et en se placant dans le modéle effectivement mis en ceuvre par le
logiciel, 1’espace de travail idoine (virtuel) se situe a I’articulation entre P1 et SD ; il s’agit de « traduire » les
hypothéses probabilistes (ici, 1’équiprobabilité des issues pour chaque dé¢) en instructions pour le tableur. Le
registres en jeu sont la langue naturelle (par exemple : « la probabilité d’obtenir 4 avec le dé rouge est Y4 ») et le
langage symbolique propre au tableur
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On travaille ensuite dans SD, avec des notions de statistique descriptive (somme, moyenne) et avec 1’aide du
tableur, dont I’apprentissage de 1’utilisation est sans aucun doute 1’un des objectifs du travail entrepris. La tiche
de I’¢leve, relativement complexe, est de construire un tableau dans un but précis : faire afficher le gain moyen
sur 2500 parties, dans le but de proposer une conjecture. Il s’agit donc d’abord d’élaborer une stratégie lui
permettant d’y parvenir. L’aide fournie dans le manuel, méme si elle élimine le c6té heuristique de la démarche,
permet de décortiquer cette stratégie en trois parties ; elle concerne, non seulement 1’aspect « technique »
(syntaxe du tableur) mais aussi la mise en ceuvre de la démarche (copie d’écran) :

1° traitement individuel des trois dés :
lancer le dé
afficher le point marqué

2° mise en commun des trois dés :
totaliser le nombre de 4 obtenus
calculer le gain du joueur

3° répétition de 1’expérience
itérer 2500 fois le processus
calculer le gain moyen du joueur.

Finalement, on voit qu’un tel exercice fait travailler 1’éléve dans plusieurs cadres différents, et en conséquence
son espace de travail évolue de fagon notable au fil de de la résolution : partant d’une situation réelle, il passe
d’abord dans le cadre probabiliste (pour pouvoir faire fonctionner le tableur), puis dans celui de la statistique
descriptive (pour faire calculer des paramétres associés a la distribution statistique obtenue), puis repasse dans le
cadre probabiliste (via la loi des grands nombres), et revient enfin a la situation réelle pour énoncer le résultat
obtenu. Les registres qui interviennent sont: la langue naturelle, le numérique, le symbolique et celui des
graphiques cartésiens.

On a donc, pour la partie « simulation » de cet exercice, le schéma de la figure 2.

Statistique
Expérdnshuimive > Résultat

Loi de¢
grands nombres

Y

obabilités
Moc!e?re
semi-concret Conj®ture
T i
Question Réponse
Situation
réelle
Figure 2
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Remarque. Ici, P1 (assorti d’une « formulation naive de la loi des grands nombres ») est suffisant, car c’est le
modéle semi-concret qu’on implémente dans le tableur : il suffit d’identifier les différentes issues possibles et de
leur affecter un nombre compris entre 0 et 1 (et de fagon telle que la somme de ces nombres soit égale a 1). Mais
on aurait aussi pu, a un autre niveau, se situer dans P2 et considérer trois variables de Bernoulli mutuellement
indépendantes (une par dé), prenant la valeur 4 avec la probabilité 1/4

3.5. Troisiéme partie : résolution

Aprés la partie « Conjecturer », cet exercice comporte une partie « Démontrer », qui constitue de fait un autre
exercice.

(Résolution probabiliste dans P2)

a) Quel est le nombre d’issues possibles lors d 'une expérience ?

b) Dénombrez les issues favorables a la sortie de trois numéros 4 ; de deux numéros 4.

¢) On appelle G la variable aléatoire qui indique le gain algébrique en euros du joueur. Dressez le tableau de la
loi de probabilité de G, puis calculez E(G).

d) Quel lien faites-vous entre le résultat de la simulation et [’espérance mathématique de G ?

Commentaire. 11 s’agit cette fois d’un exercice classique de probabilités. On abandonne la simulation pour la
résolution d’un probléme. La tiche de I’¢éléve consiste d’abord — questions a et b — a déterminer 1’espace
probabilisé dans lequel il aura & effectuer les calculs (ici, I’ensemble des 64 issues possibles muni de
I’équiprobabilité), puis — questions ¢ et d — a dresser la table de la loi de probabilité de la variable aléatoire G
définie sur cet espace et a calculer son espérance mathématique. Pour finir, on lui demande de faire le lien entre
la partie « statistique » (simulation) et la partie « probabilités ». Le seul résultat qu’il peut faire intervenir est une
« formulation naive de la loi des grands nombres (...) : lorsque le nombre d’expériences augmente, la fréquence
empirique se rapproche de la probabilité. » (Ressources « Probabilités » pour la classe de troisiéme p. 8). Or, ici
on a E(G) = pX X; ‘p(.;""'i.), tandis que la moyenne des gains est pX X; -f (x:) (i variant de 1 a 3 puisque G prend
3 valeurs) ; ¢’est donc en réalité la convergence de la distribution de fréquence vers la distribution de probabilité
qui permet de conclure a la convergence de la moyenne vers I’espérance, et non la seule considération de la
fréquence d’une issue particuliére. Il s’agit 1a aussi d’une conséquence de la loi des grands nombres, mais elle

nécessite de considérer la distribution de fréquences dans son ensemble.

La démarche peut cette fois étre schématisée par la figure 3.

Probabilités
AReésolution

4 > |

Modélislation Traducfion

Question ﬁéponse
Situation

réelle

Figure 3

Remarque 1. Ici, P2 est nécessaire car on utilise des définitions et des résultats de P2 et on effectue des calculs.
L’espace de travail idoine est constitué d’éléments de P2, comprenant des notions (variable aléatoire, loi de
probabilité, espérance mathématique) et des outils de dénombrement (formule ou arbre).
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Remarque 2. Cet exercice constitue de fait une approche de la loi binomiale (et ¢’est peut-étre d’ailleurs 1’un des
objectifs des auteurs). On peut en effet considérer qu’on a trois variables de Bernoulli mutuellement
indépendantes (une par dé) prenant la valeur 4 avec la probabilité 1/4 ; la somme X de ces trois variables suit

L . , ey —prx— o (2) 30745,
alors la loi binomiale B(3, '4) et la loi de probabilit¢ de G est donnée par P(G=36)=P(X=3)=\3/~ /% =
1/64, p(G=2) = (3) 31-"“'43 = 9/’64, et donc P(G =-1) = 27/32. D’ou E(G) = 0 (les valeurs numériques des

gains ont été choisies de facon que le jeu soit équitable, ce qui est peut-étre un autre objectif, plus lointain, des
auteurs). Mais bien slir, muni de ces connaissances, on n’a plus besoin de simuler le jeu.

A T’issue de la séance, ’éléve a été confronté a deux démarches successives : I’'une de type expérimental
(simulation) et 1’autre de type théorique (calcul probabiliste). La question se pose donc du lien réel entre cette
seconde partie (résolution dans P2) et la premiére (simulation dans SD via P1), d’autant plus que celle-ci n’est
pas nécessaire puisque le calcul fournit a lui seul la réponse exacte.

La jonction ne s’opére que dans la derniére question (Quel lien faites-vous entre le résultat de la simulation et
lespérance mathématique de G ?). Mais, ici, le recours a la simulation était-il utile — sinon nécessaire — pour
conjecturer le résultat ? C’est d’autant moins évident que le but de la résolution n’est pas de démontrer que
I’espérance de G est nulle, mais de calculer cette espérance (et de constater qu’elle est nulle). L’idée des auteurs
était peut-étre en fait d’ordre « méta » : montrer aux éléves que le recours au tableur peut étre utile pour
conjecturer la réponse a un probléme de probabilités ou, comme ici, pour contrdler la pertinence d’un modéle
probabiliste®.

4. Statistique et probabilités

Les deux facettes de 1’activité étudiée apparaissent complémentaires, comme le montrent, d’une part le lien
explicitement établi dans la derniére question, et d’autre part 1’opposition « Conjecturer / Démontrer » dans les
sous-titres. L’analogie des formules donnant, d’une part la moyenne d’une distribution statistique, et d’autre part
I’espérance d’une variable aléatoire, semble, on 1’a vu, un bon moyen de passer de I'une a 1’autre, mais a
condition de ne pas les confondre et de savoir a tout moment dans quel cadre on se situe. Les probabilités
s’intéressent en effet a un modéle théorique, tandis que la statistique descriptive étudie une série de données
issue d’un phénomeéne observé. Et, dans le cas d’une simulation sur tableur, ce phénoméne consiste en la
réalisation de I’itération d’un modele probabiliste. Par exemple, dans le cas de ’exercice étudié, la moyenne des
gains observée sur les 2500 épreuves peut étre par exemple de 0,0544, tandis que I’espérance mathématique de
gain de la variable est exactement 0.

Or, dans le cas qui nous occupe, la distinction entre le cadre de la statistique (SD) et celui des probabilités (P1)
n’est pas rendue explicite, ne serait-ce que par la terminologie utilisée : le « gain moyen » dont il est question au
départ n’est pas le méme que le « gain moyen » qu’on représente graphiquement : le premier ressortit a P2
(puisque — dit le texte — on ne peut que 1’« évaluer ») tandis que le second se situe dans SD. Qui plus est, une
phrase telle que « Quel gain moyen peut-on espérer au bout de 2500 lancers » est difficilement compréhensible
car, dés lors qu’on aura fait effectuer ces lancers par le tableur, on connaitra la valeur du gain moyen
correspondant aux 2500 lancers réalisés. Et, s’il s’agit de ’espérance de gain — suggérée par le verbe « espérer »
— indiquer le nombre de lancers est superflu. Il y a en fait ici un « écrasement » du cadre probabiliste sur le cadre
statistique, favorisé par la démarche envisagée par les auteurs: on veut apparemment, sans faire une étude
probabiliste dans P2, se faire une idée de (« évaluer ») la valeur du gain moyen sur un grand nombre d’épreuves
(ici, 2500), et pour cela on effectue une simulation. Si on observe (avec 1’aide de la représentation graphique),

Par exemple en prenant pour issues les triplets de points marqués, comme le suggére la coloration des
dés.
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qu’en augmentant le nombre d’épreuves la moyenne des gains est tant6t positive, tant6t négative, mais que sa
valeur absolue devient de plus en plus faible (« Comment évolue la moyenne des gains en fonction du nombre de
lancers ? »), on sera amené a conjecturer que cette moyenne fluctue autour de 0 (convergence de la suite des
fréquences lorsque le nombre d’épreuves augmente indéfiniment). Cette fois encore, la démarche « naturelle »
aurait consisté, non pas a augmenter le nombre de lancers, mais a répéter des séries de 2500 lancers, puisque la
question initiale comporte explicitement cette référence’. Mais, de toute fagon, on se situe uniquement dans le
cadre statistique.

Venons-en maintenant a la résolution du probléme de probabilités demandée dans la derniére partie de
I’exercice, qui a pour but I’obtention de I’espérance mathématique de gain. La loi des grands nombres va encore
intervenir ici, mais de facon différence : la limite (espérance de gain nulle) étant donnée, on peut prévoir que, a
I’issue d’un grand nombre d’épreuves (en 1’occurrence 2500), la moyenne des gains aura sans doute une faible
valeur absolue. On se situe donc, au départ, dans le cadre probabiliste, pour en tirer une conclusion d’ordre
statistique.

Nous avons en définitive pu voir que, au cours d’un tel exercice 1’éléve se trouve, selon le moment considére,
face a trois expériences différentes : I’expérience réelle (lancer de dés matériels), I’expérience modélisée (en vue
de la simulation) et I’expérience simulée (réalisée par le tableur), associés a des cadres de référence différents et
donc a des espaces de travail différents. Elles sont en interaction les unes avec les autres, et il importe de savoir a
tout moment de laquelle il est question. On peut rapprocher ceci de ce qui se passe lors de la résolution d’un
probléme de géométrie élémentaire, qui fait intervenir de fagon dialectique les paradigmes G1 et G2 : dans un
probléme posé dans G2, on commence par réaliser un dessin (G2 — G1) qui servira de support pour aider a faire
des conjectures et/ou imaginer des stratégies de résolution, avec si nécessaire d’autres dessins (travail dans G1) ;
puis, toujours avec ’aide du dessin on imagine une démonstration, compléte ou partielle (G1 — G2) que ’on
met ensuite en forme (travail dans G2), et on réitére éventuellement ce processus cyclique aprés chaque avancée
dans la résolution du probleme.

5. Conclusion

Dans ’exercice étudié ici interviennent trois cadres différents : celui de la « réalité » (la situation évoquée), celui
de la statistique descriptive SD (associée au tableur) et celui des probabilités, présent sous deux paradigmes : P1
(modéle semi-concret) et P2, modele plus élaboré dont I’étude fait I’objet du travail au niveau du lycée. Dans ce
type d’activité, ’espace de travail personnel de I’éléve est donc constamment amené a évoluer, tout d’abord dans
une démarche de modélisation, puis dans une démarche de simulation du mode¢le élaboré, ensuite dans un retour
au modele pour conjecturer. Et, au cours de cette démarche, apparaissent tour a tour trois « expériences »
distinctes. Il s’agit donc d’une démarche particulierement complexe, méme si la conscience de cette complexité
peut parfois échapper a I’enseignant. Comme le faisait naguére remarquer Bruillard (1997) :

1l faut remarquer une dissymétrie importante entre les éléves et les enseignants. Ces derniers,
experts dans leur domaine, décodent directement, sans méme y penser, les résultats qui leur sont
présentés. Ce n’est pas le cas pour les éléves, en cours d’apprentissage, qui ne disposent pas
toujours des connaissances requises.

D’autre part, dans ce type de taches les fonctions du tableur sont multiples, car il intervient tour a tour comme
générateur de hasard, comme calculateur et comme outil logique. L’ordinateur apparait donc ici, non pas comme
une simple commodité permettant d’obtenir les résultats une longue série d’épreuves répétées plus rapidement
qu’en les réalisant réellement (c’est-a-dire comme un outil), mais en tant que partie prenante dans la démarche
de modélisation (c’est-a-dire comme un instrument) :

9 .. , . .
On remarquera qu’ici non plus la congruence sémantique n’est pas prise en compte.
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Adopter une perspective instrumentale, c’est se centrer sur les activités dans lesquelles [’apport
des instruments est essentiel : des moyens, certes attachés aux tdches, non en tant que
compléments ou substituts, mais comme parties intégrantes.

(ibid.).

Ce processus d’instrumentation nécessite du temps, celui de la genése instrumentale par laquelle, selon Rabardel
(1995) « les representations relatives aux systemes techniques dans leur fonction instrumentale se construisent
solidairement et en étroite articulation avec les représentations relatives au réel sur et dans lequel l'instrument
permet d’agir. » (p. 167). Mais il faut aussi que I’éléve soit 8 méme de disposer des éléments conceptuels
permettant d’entreprendre la démarche de modélisation ; nous avons vu que, dans le cas présent, un modele assez
peu sophistiqué (le modele pseudo-concret P1) est sans doute suffisant pour mettre en ceuvre la simulation, mais
que la congruence sémantique entre I’expérience concréte et le modele implémenté dans le tableur n’est pas prise
en compte. Plus généralement, la considération explicite, dans 1’espace de travail idoine mis en place par
I’enseignant, des divers paradigmes du domaine en jeu, ainsi que des diverses fonctions que le tableur est amené
a y remplir, devrait pouvoir permettre de gérer de fagcon moins empirique les rapports de 1’éléve avec le tableur
dans son espace de travail personnel.

Enfin, la comparaison de ce processus avec la démarche mise en ceuvre dans la résolution d’un probleme de
géométrie avec ’aide d’un logiciel de géométrie dynamique permettrait sans doute de dégager un certain
nombre de points communs, mais peut-étre aussi des différences, ne serait-ce que le fait que, contrairement aux
logiciels de géométrie, les tableurs-grapheurs n’ont pas été congus spécifiquement pour I’enseignement. Mais
ceci est une autre histoire...
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JEAN-CLAUDE RAUSCHER, ROBERT ADJIAGE

ESPACES DE TRAVAIL ET RESOLUTION D’UN PROBLEME DE MODELISATION

Work Spaces and solving of a modelling problem

RESUME

Cet article s’appuie sur les observations, menées dans le cadre d’une ingénierie didactique (Adjiage & Rauscher,
2013), d’une séquence de résolution d’un probléme de modélisation par des éléves de 10-11 ans. Nous revisitons
ici cette ingénierie a partir du cadre ETM (Kuzniak, 2011, p. 20). Ceci nous permet de réinterpréter certains
phénoménes et d’imaginer des pistes d’amélioration de notre dispositif. Nous analysons ainsi I’échec de certains
¢éléves en termes de déficit du référentiel empirique et théorique dans leur ETM personnels, nous en déduisons des
possibilités d’évolution de ’ETM idoine, nous interprétons des blocages en termes de dissociation des genéses
visuelle et expérimentale, et nous analysons des progres en termes de capacité a intégrer ces deux genéses grace a
une pratique écrite de 1’écrit (Duval 2001, p. 191).

MOTS-CLES

Espaces de Travail mathématique, ETM personnel, ETM idoine, pratique écrite de [’écrit, modélisation,
résolution de problemes.

ABSTRACT

This paper relies on observations, lead in a didactical engineering context (Adjiage & Rauscher, 2013), of a
sequence devoted to solving a modelling problem at grade 5. Here, we reconsider this study from the MWS
standpoint (Kuzniak, 2011, p. 20). This allows us to reinterpret phenomena and to sketch features of an improved
teaching schema. We thus: analyse student failures in terms of a lack in their empirical and theoretical system of
reference; infer new guidelines for the appropriate MWS; interpret student difficulties in terms of dissociation of
the visual and experimental geneses; analyse student progress in terms of the ability to integrate these two
geneses, stemming from specific resources of writing (Duval 2001, p. 191).

KEY-WORDS

Mathematical work spaces (MWS), personal MWS, appropriate MWS, specific resources of writing, modelling,
problem solving
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RESUMEN

Este articulo se basa en observaciones, llevadas a cabo en el marco de una ingeniera didactica (Adjiage &
Rauscher, 2013), de la resolucion de un problema de modelizacion por estudiantes del quinto grado de primaria.
Visitamos aqui esta ingenieria a partir del marco ETM (Kuzniak, 2011, p. 20). lo que nos permite reinterpretar
ciertos fendmenos e imaginar pistas de mejora de nuestro dispositivo. Analizamos asi el fracaso de algunos
estudiantes en términos de déficit del referencial empirico y téorico en su ETM personal, deducimos posibilidades
de evolucion del ETM idoéneo, interpretamos los bloqueos en términos de disociacion de génesis visual y
experimental, y analizamos los progresos en término de capacidad de integrar esas génesis gracias a una practica
del escrito (Duval 2001, p. 191).

PALABRAS CLAVE

Espacio de trabajo matemdtico (ETM), ETM personal, ETM idoneo, practica del escrito, modelizacion,
resolucion de problemas.
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1. Introduction

Nous traitons dans cet article d’un travail de résolution d’un probléme numérique, le probléme dit du géant
(Figure 1), par des éléves de 10-11 ans, et des modalités d’enseignement mises en place pour étayer ce travail
dans le cadre d’une ingénierie didactique. La partie expérimentale de cette ingénierie a été menée en 2008 par le
groupe ACODIS IUFM-UDS' (Adjiage et Rauscher, 2013). Elle repose sur 1’observation d’une séquence de
classe de six séances (TABLEAU I en annexe).

La résolution du probléme du géant nécessite un processus de modélisation, c'est-a-dire, pour étre bref, la
substitution a 1’univers représenté d’un univers représentant parce que «le probléme posé dans 1’univers
représenté n’y est pas résoluble. » (Brousseau 2003, p. 13). Pour un « expert » s’appuyant sur ses connaissances
théoriques et empiriques ce probléme n’est pas vraiment un probléme de recherche. En revanche, pour des éléves
de 10-11 ans ne possédant pas un référentiel de connaissances bien établi, il devient le terrain d’une pensée
mathématique de recherche comme la décrivent Bkouche, Charlot et Rouche (1991, p.144 ) : « Résoudre un
probleme n’est pas une activité principalement déductive. L’esprit s’anime dans le désordre apparent de la
pensée créatrice. 1l fait des conjectures, cherche des exemples et des contre-exemples, amorce des raisonnements,
remonte l'ordre déductif par ’opération d’analyse, renforce ou allege les hypothéses, etc. ». Notre ingénierie
nous a donné 1’occasion de recueillir de nombreuses productions écrites des éléves. Celles-ci témoignent de ce
travail de la pensée mathématique des éléves confrontés a ce probléme bien particulier de modélisation. Nous
utilisons ici le cadre ETM proposé par Alain Kuzniak (2011, p. 20) comme une coquille méthodologique qui nous
permettra dans un premier temps :

e d’analyser le travail d’un expert résolvant ce probléme dans un ETM de référence (ibid., p. 22)

e d’analyser la diversité¢ des pensées mathématiques initiales des éléves abordant ce probléme dans leurs
ETM personnels (ibid., p. 22).

Dans un deuxiéme temps, nous aurons 1’occasion de revisiter notre ingénierie pour repérer :

e D’occasion perdue d’aménager I’ETM idoine (ibid., p. 22) a partir des ETM personnels pour permettre
aux ¢€leves de développer des solutions efficaces a partir de leurs procédures initiales

e Defficacité d’'un ETM idoine que nous avons aménagé en nous appuyant sur une pratique « écrite de
I’écrit » (Duval 2001, p.197). C’est dans cet espace idoine que bon nombre d’éléves ont pu finalement
résoudre le probléme en intégrant les modalités d’un processus de modélisation.

2. Le probléme du géant et sa résolution

Figure I. — Le pied du géant2

Enoncé : Cette photo a été prise dans un parc d’attraction en Angleterre. On y apergoit une partie de la jambe d’un
géant. Quelle est la taille de ce géant ?

1  Apprentissages en contexte et didactique des disciplines, groupe de la Vie Scientifique de I’'IUFM de
Université de Strasbourg alors composé de : Robert Adjiage, Tatiana Beliaeva, Virginie Deloustal-Jorrand, Jean-
Claude Rauscher, Marie-José Remigy, Nicolas Séchaud
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Le probléme du géant est un probléme de Fermi3 et répond au cahier de charge proposé par Peter-Koop
(2004, p.457) dans ce cadre.

e Aucun nombre n’est fourni dans I’énoncé

e Résoudre ce probléme nécessite de faire des hypothéses : taille d’un des hommes de la photo, proportions
du géant, taille d’un pied d’homme...

e Laréponse dépend des hypothéses et de la précision des mesures adoptées et des mesurages (stature d’un
homme, semelle du géant, ...)

e Personne ne connait la « bonne » réponse, ni les éléves, ni le maitre, ni les chercheurs

e Laréponse ne peut étre qu’une estimation ou une fourchette

Au cours d’études empiriques antérieures menées auprés de publics trés divers (Rauscher, Adjiage &
Beliaeva, 2010 ; Adjiage et Rauscher, 2013), nous avons relevé trois grands types de stratégies qui toutes
mobilisent 1’'usage de rapports exprimant soit une mesure soit une dilatation (Adjiage 2005, p.101 ; Adjiage et
Pluvinage 2007, p.154).

Les deux premiéres stratégies prennent en compte directement le réel du parc d’attraction représenté sur la
photo. Elles postulent implicitement 1’existence d’une dilatation entre ces deux univers. La troisiéme stratégie en
revanche ameéne a raisonner sur les objets de la photo puis a passer au réel du parc moyennant une dilatation

explicite.

(0]

o

¢ !
Homme réel Géant réel

Figure 2. Stratégie 1 de résolution

La stratégie 1 consiste a étalonner le géant au moyen d’un élément, apparaissant sur la photo, dont on est capable
d’estimer les dimensions réelles. Un des hommes de la photo est le plus souvent choisi et la stature qu’on lui
attribue est en général 1,80m, taille moyenne des Britanniques. Combien de fois peut-on reporter cet homme sur
toute la hauteur du géant? Le géant n’apparaissant pas en entier sur la photo, on ne peut répondre
qu’indirectement a cette question, en substituant au corps du géant celui d’un individu accessible en entier (soi-
méme, un camarade, ...) au prix d’une hypothése de similitude abusive : le géant est « fait » comme n’importe
quel individu ou encore, en termes plus mathématiques, « le géant est le transformé par une dilatation d’un
humain quelconque ». Or, sur la photo, un des hommes arrive a hauteur du mi-mollet du géant. Le rapport stature /
mi-mollet, évalué sur le substitut choisi (soi-méme, un camarade, ...), se conserve donc en passant au géant. Sa
valeur, située entre 6 et 7, permet d’obtenir un encadrement de la stature réelle du géant.

2 Photographie copiée de http://www.problempictures.co.uk/, avec I’aimable autorisation des auteurs.

3 Fermi était connu pour poser a ses étudiants des problémes qui ne pouvaient &tre résolus qu’au prix d’une
estimation raisonnable comme : « Combien y a-t-il d’accordeurs de pianos a Chicago ? »
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)

Homme

réel Géant réel

Figure 3. Stratégie 2 de résolution

La stratégie 2 postule aussi I’existence d’une dilatation d’un homme quelconque, notamment celui de la photo, au

géant. Mais elle permet d’éviter le recours a un substitut en utilisant le rapport de deux segments homologues (le
plus souvent le rapport des semelles ou des mi-mollets mesurés sur la photo) pour trouver une approximation du
rapport de dilatation. On applique alors directement ce rapport de dilatation a la stature réelle estimée de I’homme

pour obtenir une approximation de la stature réelle du géant.

>«

Photo Réel

v

<>

Homme-photo

Géant-photo

Figure 4. Stratégie 3 de résolution

Comme les précédentes, la stratégie 3 suppose I’existence d’une dilatation de I’homme au géant. Contrairement a

la stratégie 2 qui se fonde sur le calcul du rapport externe (coefficient de dilatation), celle-ci s’appuie sur la
conservation du rapport interne de deux segments du corps, le plus souvent le rapport stature / longueur semelle,
ces longueurs étant mesurées sur la photo. On en déduit par quatriéme proportionnelle une approximation de la
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stature du géant-photo. En estimant® le rapport de la dilatation b qui fait passer de la photo au réel, on peut alors
calculer une approximation de la stature du géant réel.

3. I’etm générique en jeu dans la résolution du probléme du géant

Le diagramme que nous présentons est adapté de Kuzniak (2011, p. 20). Il nous sert a décrire les ressources et le
travail d’un individu, de quelque niveau qu’il soit, résolvant le probléme du géant. Nous reprenons les trois
genéses introduites par Kuzniak (ibid.), et nous instancions les trois composantes (ibid, p. 13) du plan
épistémologique et les trois composantes du plan cognitif pour rendre compte de la spécificité de la tache du
géant. Nous décrivons ainsi trois poles illustrés par des exemples. Chaque pdle est constitué d’une genése et des
deux composantes qu’elle relie. Cet ETM générique nous permettra de préciser des caractéristiques des ETM de
référence et idoine, ainsi que des ETM personnels des éléves observés.

Production d’un texte
de résolution

Sélections

Objectivations /
controles

Plan cognitif

Genese visuelle Geneése expérimentale  Genése discursive

Situation réelle de
référence

Référentiel empirique
et théorique

Figure 5. L’ETM de la résolution du probléme du géant

Plan épistémologique

Pole 1
Situation réelle de référence : la photo et le parc qu’elle représente
Genése visuelle : traitement de ’image

Sélection : isoler et/ou relier des éléments saillants de 1’image (on ne voit pas tout le géant ; il y a deux hommes ;
un homme arrive au mi-mollet du géant ; la semelle est aussi grande que le mi-mollet...)

Péle 2

Artefact : instruments de mesure ou de report ; Internet pour la taille moyenne d’un adulte ; I’éléve qu’on prend
comme modéele ; des textes-€éléves de résolution5

4 Le coefficient b peut étre obtenu a partir du rapport de deux segments homologues dans la dilatation qui fait
passer de la photo au réel, e.g. rapport de la stature réelle (estimée) d’un des hommes en train de discuter a sa
stature-photo (mesurée directement sur la photo).
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Genése expérimentale : mesurages et mises en rapport ; navigation Internet; sélection, comparaisons,
déplacements, réorganisation d’écrits...

Objectivations / controles des éléments de preuve : rapport stature / mi-mollet ; mod¢le des proportions du corps
humain ; complétude et cohérence de 1I’argumentation

Pole 3

Référentiel empirique et théorique : connaissance du schéma corporel ; taille moyenne d’un adulte ; pertinence
de unités utilisées ; proportionnalité

Genése discursive : mise en rapport des repéres visuels, des résultats expérimentaux, des repéres empiriques et
théoriques pour produire une preuve

Production d’un texte de résolution : écriture de la preuve

4. 1’etm de référence

Dans quel ETM un expert résoudra-t-il le probléme ? Son référentiel empirique et théorique devrait lui permettre
d’appréhender instantanément la situation réelle de référence, constituée de la photo comme réduction de la partie
du parc réel représenté. La question de la conservation des proportions de la photo au réel ne se pose sans doute
pas. Elle est pour cet expert une donnée phénoménologique. Par ailleurs, un traitement visuel rapide de la photo,
appuy¢ sur son référentiel empirique et théorique, devrait lui révéler que la résolution du probléme passe par une
hypothese de proportionnalité. Méme s’il est conscient que cette hypothese est abusive, il sait aussi que trouver
une solution acceptable passe nécessairement par des approximations. Le choix d’une des trois stratégies décrites
en - est alors orienté par des éléments saillants et sans doute personnels du traitement visuel et/ou la plus ou moins
grande correspondance de ceux-ci a des éléments du référentiel théorique (e.g. prise en compte d’un rapport
externe ou interne). Une légeére expérience de mesurage sur la photo ou sur lui-méme, et la connaissance de la
taille moyenne d’un adulte, qu’il peut sans doute trouver dans son référentiel empirique, suffiront a cet expert
pour boucler le processus d’opérationnalisation de la situation (Julo, 1994, p. 50). Il lui reste a expliciter les
¢léments retenus pour former cette représentation et les traitements 1égitimes qu’il leur applique, puis de les
organiser en un discours cohérent dans le cadre de limites qu’il précisera : hypothése abusive mais raisonnable,
approximation des mesures.

Ce qui caractérise cet ETM de référence est la richesse, la disponibilité et la précision du référentiel
théorique et empirique qui orientent et légitiment les traitements visuels et discursifs, minimisent leur cotit et
permettent une sollicitation réduite du pdle expérimental.

5. les etm personnels initiaux des éléves observés

Au cours de la premiére séance du 23 mai (TABLEAU I en annexe), les éléves de la classe observée ont eu
I’occasion de prendre connaissance du probléme, d’envisager sa résolution et d’en débattre librement. Ils ont
notamment entrepris les premiéres investigations de la photo : mesurer, dessiner des segments.... Par défaut de
références empiriques, et aussi parce que les quelques éléments théoriques dont il dispose comme les schémes de
la proportionnalité sont a la fois mal stabilisés et peu reliés a son expérience personnelle, un enfant de 10-11 ans
ne peut pas avoir la démarche d’un expert. Pour nombre des éléves observés, 1’approche du probléme a débuté par
des évocations imaginaires : « C’est grand un géant, au moins comme un immeuble », avant de considérer non pas

5 La reprise de textes de résolution occupe une place importante dans notre ingénierie, en tant qu’outil de
travail réflexif pour les éléves (voir 6.2.2)
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«un » géant mais le géant de la photo et de traiter objectivement les informations fournies par celle-ci. En fin de
séance, les éléves ont été invités a produire un premier texte répondant a la question suivante : « Quelle est a ton
avis la taille du géant ? Qu’est-ce qui te permet de dire cela ? ». Les productions6 issues de cette séance nous
permettent d’analyser les ETM personnels initiaux des éléves. Nous nous focaliserons sur la genése visuelle en
interaction avec le référentiel empirique et théorique, car ces ¢léments sont déterminants dans la résolution d’un
probléme dont I’énoncé repose essentiellement sur la photo d’un fragment de réel. Nous nous contenterons
d’examiner ici six textes de résolution représentatifs de I’ensemble de la classe.

Ana

J’ai fait le calcul de chague partie du corps
moitié de la jambe : 9,5cm

pied : 8em

moitié de la jambe : 9,5cm

autre pied : 8cm

autre moitié de la jambe : 9, 7cm

autre moitié de la jambe : 9, 7cm

bras : 0,0cm

autre bras ; 9,0cm
0.5+0,5+0,7+0,7+0+0+0,8+0,8§ = 72,2m
La taille du geant est de 72, 2m [erreur de calcul]

Geneése visuelle

e Isolement sur la photo de deux segments particuliers du géant : demi-jambe visible et pied, a partir
desquels on peut estimer les longueurs de chaque segment constituant la « taille »
e Ces segments ne sont pas rapportés a un étalon

Référentiel empirique

e  Mesures directes au moyen d’un double-décimétre

e Evaluation des tailles des segments invisibles (autre moitié de la jambe, bras) a partir des segments
visibles

e Théoréme en actes : la «taille » est égale a la somme de certains segments du corps (pieds, jambes,
bras) ; le changement d’échelle d’une feuille de papier au réel se fait en substituant les métres aux
centimeétres

Référentiel théorique
e  Problémes additifs
Cin

A mon avis le géant mesure 39,Im. Car déja la taille de la [demi]jambe mesure 9,7cm (9,7 m). Done j'ai fait
9, 7m+0,7m= 19,4m ef ca fait une jambe entier. J'ai fait 19,4+19,4 =30, [erreur de calcul] et ¢a fait un corps
entier

Geneése visuelle

e Isolement sur la photo d’un segment du géant, la demi-jambe visible, a partir duquel on peut calculer la
stature

e Ce segment n’est pas rapporté a un étalon
Référentiel empirique

e Théorémes en acte : la longueur du corps entier peut-étre engendrée a partir de deux doublages de la
demi-jambe ; passage des cm au m (voir Ana)
e  Mesures directes au moyen d’un double-décimétre

6  Les conditions dans lesquelles ces productions ont été réalisées sont décrites dans le TABLEAU I en annexe
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Référentiel théorique

e Problémes de doublage

Ass

Les deux hommes mesurent a peu prés Im80 ou Im70. La chaussure mesure a peu prés 2m. Le geant masure O6m
quand je fais 2 =3=0m, 2 car sa chaussure mesure 2m a peu prés et qu il mangue 3 parfies du corps : téte,
Jjambe, ventre. Donc je fais 2=3=0 donc le géant mesure 6m de haut par rapport aux deux hommes

Geneése visuelle

Isolement sur la photo la chaussure du géant par sa double pertinence :

e Segment du géant a partir duquel on peut reconstituer le corps entier
e Etalon car comparable’ a un autre élément de la figure, un bonhomme, dont on peut estimer la taille

Référentiel empirique
e Théoréme en acte : le référentiel empirique renvoie a un corps rudimentaire formé de trois parties

considérées comme équivalentes (téte, ventre, jambes) pour le calcul de la taille
e Estimation de la taille d’un adulte

Référentiel théorique

e Problémes multiplicatifs de type « un/ plusieurs » : une partie mesure 2m, trois parties mesurent 6m (a la
maniére de : 1kg vaut 2€, 3kg valent 6€)

Neh
A mon avis la taille du géant serait 20m. Bin en fait j ‘ai vu sur la photo qu il y avait des hommes ef un pied de
geant. Alors deja je sais que la taille d'un homme ¢a peut étre entre Im90 et Im80. Donc le pied deéja, sa taille
doit étre 1m90 environs. Et aprés bin pour la taille du géant ¢a serait 26m environs.

Genése visuelle

e Isolement sur la photo des hommes en tant qu’étalons
e Isolement sur la photo du pied du géant
e  Mise en rapport du pied avec I’étalon-homme

Référentiel empirique

e Estimation de la taille d’un adulte
Référentiel théorique

e Rien n’est explicité

Ber

A mon avis la taille du geant est de 149m [erreur de placement de virgule]
Moi j'ai dit gque’il fallait faire 9=1,60 car 1,60 est la taille d 'un homme et 9 ca veut dire 9 hommes.

Genese visuelle
e Isolement sur la photo de I’homme en tant qu’étalon
Référentiel empirique

e Estimation de la taille d’un adulte
e Estimation du nombre de fois quun homme peut étre reporté sur un géant sans expérimentation

Référentiel théorique

7 1l semble qu’Ass ait estimé que la chaussure du géant est un peu plus grande qu’un des deux hommes d’ou le
2m
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e Problémes multiplicatifs de type « un/ plusieurs » ou dilatation

Don

La taille du géant fait a peu prés 5,40m car la taille d’un homme mesure environ Im80 puis je multiplie par 3,5

180 =_.... =500 180=2=300=1,5=540

Geneése visuelle

e Isolement sur la photo de I’homme en tant qu’étalon afin de permettre le calcul de la taille du géant par
application d’un coefficient de proportionnalité

Référentiel empirique
e Estimation de la taille d’un adulte
Référentiel théorique

e Recherche d’un coefficient de proportionnalité
e Application d’un coefficient de proportionnalité

Remarque : Don, ayant sans doute identifi€¢ une situation de proportionnalité, part a la recherche d’un coefficient
de dilatation de I’homme au géant (/80 x..... = 500 [nous n’avons pas d’explication sur 1’origine du 500]) et finit
par opter pour 3,5

L’¢étude de ces six cas permet de dégager trois grandes approches :

e Un découpage du corps du géant en segments plus ou moins adapté au calcul de la stature (référentiel
empirique d’Ana, Cin et Ass)

e Un étalonnage imaginé du corps du géant indépendamment de ses parties (référentiel empirique de Ber et
peut-étre de Neh)

e Larecherche d’un coefficient de dilatation de I’homme au géant (référentiel théorique de Don)

Pour sortir de la photo et accéder aux dimensions réelles :

e Ana et Cin, qui restent polarisées sur le géant et lui seul, substituent de facon erronée les m aux cm
(référentiel empirique : « sur la photo on mesure en cm, dans la réalité on mesure en m »)

e Neh, Ass, Ber et Don prennent en compte un élément extérieur au géant (un des hommes de la photo),
estiment sa taille réelle et la mettent en rapport avec celle du géant (référentiel empirique ou théorique)

6. La question de I’etm idoine

On distingue dans les procédures initiales décrites en section 5 du rudimentaire, de I’inachevé et de 1’erroné. Nous
faisons 1’hypothése que ces défaillances proviennent avant tout de ce que les genéses visuelles sont en liaison
avec des référentiels empiriques et théoriques trés rudimentaires ou erronés. Pourtant, la variété des mises en
rapport de repérages visuels avec des références empiriques ou théoriques, mémes défaillantes, contient en germe
les possibilités de développer des procédures complétes et efficaces dans le cadre d’un ETM idoine.

Décrivons tout d’abord comment nous procéderions aujourd’hui, informés par notre analyse a posteriori,
notamment en termes d’ETM, avant d’expliquer comment nous avons effectivement procédé dans le cadre de
I’ingénierie.

6.1. Pistes a posteriori pour un ETM idoine
Un tel ETM devrait a minima comporter un référentiel théorique et empirique intégrant la dualité proportions vs
dimensions absolues. En particulier dans le cas du corps humain, les unités fixes (cm, m) ne sont la seule facon de

mesurer la taille. Rapporter celle-ci @ un segment du corps, ou a un autre corps, peut étre pertinent et déboucher
sur des résultats surprenants : on peut étre grand et avoir les mémes proportions que quelqu’un de petit. A cet
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égard, nous suggérons deux pistes d’aménagement d’un ETM idoine permettant de faire rebondir les éléves sur
leur ETM personnel.

La premicre piste consiste a donner de la consistance et de la cohésion au référentiel empirique en proposant
par exemple un travail de reprise d’écrits entre pairs complété par un travail expérimental. En effet, la
comparaison de quelques textes de résolution bien choisis par 1I’équipe de recherche aurait donné a voir aux éléves
la variété des représentations du corps et leur potentiel informatif dans le calcul de la stature du géant. Suite a ce
premier travail, une mise en questions de ces représentations du corps aurait été possible. Par exemple, les trois
parties du corps ont-elles méme longueur ? Pour mesurer la taille d’un individu doit-on additionner la longueur de
toutes ses parties : les deux pieds, les deux bras, les deux jambes ? Combien de jambes, de demi-jambes rentrent
dans un corps entier ? Ce qui est vrai pour le géant est-il vrai pour tout corps humain et a tout age ? Le produit de
ce travail aurait pu déboucher sur la prise de conscience des insuffisances de certaines représentations et, a
contrario, sur les possibilités de se doter de représentations du corps pertinentes pour la résolution du probléme
(stratégiel).

La deuxiéme piste consiste a renforcer le référentiel théorique, en privilégiant ’appui sur les
expérimentations de la premicre piste plutot que des considérations formelles. Dans le cas de Don, il aurait été
ainsi possible de I’aider a prendre en compte le rapport de deux segments homologues dans sa recherche d’un
coefficient de dilatation (stratégie 2). Dans le cas d’Ana et de Cin, il aurait été judicieux d’amener ces éléves a
s’interroger sur la pertinence du rapport 100 : 1cm sur la photo correspond-il & Im dans la réalité ?

Pour résumer cela, nous pourrions dire que, suite aux constats d’insuffisances révélées par les premiers textes
de résolution, il aurait été opportun d’amener les éléves a développer une genése expérimentale pour recadrer et
enrichir leur référentiel empirique et théorique, composante minorée dans les ETM personnels initiaux et
spontanés des éléves. Dans les faits, nous avons en partie procédé comme cela, mais sans prendre suffisamment
appui sur la richesse et la diversité des idées initiales.

6.2. L’ETM idoine effectivement mis en place

6.2.1. L’ETM idoine initial et la nécessité de son réaménagement

Lors des deuxieéme et troisieme séances des 27 et 30 mai (TABLEAU I en annexe), les éléves ont eu a prendre
connaissance de différents écrits de leurs pairs. Mais sans doute insuffisamment vigilants a ce que ces écrits nous
révélaient de spécifique dans le rapport aux savoirs concernés, notre équipe a suivi la ligne générale de notre
scénario : demander aux éléves d’une part d’élaborer un intervalle de plausibilité pour la taille du géant et d’en
débattre, d’autre part de rédiger « des idées permettant d’avancer dans la résolution du probléme ». La ou il aurait
été souhaitable de pointer les insuffisances du référentiel théorique et empirique et d’y remédier, nous nous
sommes trop vite placés dans une perspective de genése discursive. Méme si dans ’ensemble les idées émises
furent encore ténues ou erronées, cette phase a néanmoins abouti a la productionErreur : source de la référence
non trouvée par deux groupes d’éléves en particulier de textes faisant apparaitre quelques éléments pertinents de
la stratégie 1. Voici ces deux textes.

Groupe Ber, Neh, Ela, Cin ; 30 mai
On dit que les mesures sont possibles et impossibles parce que je sais que sur la phato [ 'homme mesure a peu
prés la moifié du pied, je prends la moifié du pied ef [au moven d’] un stvlo je regarde si ¢’est la taille d'un

homme.... On fait =9 car 9 personnes font enviren tout le corps d 'un géant.

Groupe Cel, Bil, Ana, Don ; 30 mai
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D’abord nous allons voir la taille de I'homme, elle est égale a Im80. Ensuite nous allons prendre 'homme et on
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le multiplie par 17 parce qu’on peut mettre 17 hommes a coté du géant. On a réussi cette étape car on a fait une
experience on a pris Bil puis une colle et on a fait 17 fois pour arriver jusqu’a la téte. [Un grand stick de colle
est utilise pour etalonner ['éléve Bil, le plus grand de la classe]

Lors des séances ultérieures du 6 et 9 juin (TABLEAU I en annexe), lors des débats qu’il a menés, le maitre
s’est essentiellement appuyé sur ces deux textes. Il a notamment a mis 1’accent sur les idées d’étalonnage du géant
passant par 1’étalonnage du corps d’un éléve, et donc sur une expérimentation directe. On pouvait alors espérer
que nombre d’éléves s’empareraient des éléments de la stratégie 1 ainsi mis en évidence, les ordonneraient et les
coordonneraient pour produire des textes de résolution acceptables.

Mais en fait, dans les rédactions individuelles cloturant la séance du 9 juin, on constate que les éléves se
centrent quasi exclusivement sur les manipulations menées dans la réalité de la classe en oubliant leur rapport a la
photo du géant et a la réalité qu’elle représente. Beaucoup d’objets d’étalonnage ont ainsi été choisis au hasard, le
plus souvent sans rapport avec le mi-mollet (les sticks de colle, quelle que soit leur taille, ont été plébiscités
puisque c¢’était le choix du groupe de référence) et encore moins avec I’homme de la photo. Le 9 juin, suite a des
incitations enseignantes, les €léves réintégrent la réalité de la photo et du parc mais n’explicitent pas suffisamment
les liens avec la situation d’étalonnage en classe. Ainsi, entre le 6 juin et le 9 juin, une véritable schizophrénie
semble s’installer et on est loin de 1’appropriation espérée de la stratégie 1.

Les textes de Neh et d’Ana sont représentatifs de ces cheminements et montrent la nécessité de réaménager
I’ETM idoine pour dépasser ce blocage.

Neh, 6 juin

Je fais 19 colles et je mesure Im03 environ.

J'ai pris ma colle, je I'ai mis sur le pied ef aprés j 'ai compté jusqu’a ma téte, ¢a donne 19 colles.
Ma réponse :

Le geant mesure 32,35 m.

Ma methode :

En fait, j'ai fait 19=1,65= 32,35m. Jai pris la mesure de combien fait ma colle et ma mesure.

L’analyse correcte des rapports entre les personnages et le pied du géant, menée le 23 mai (5), disparait ici au
profit de manipulations. En effet, Neh ne considére que le rapport entre le tube de colle et elle-méme et ne dit rien

du rapport entre le tube de colle et la photo. De méme, elle ne s’exprime pas sur le fait de prendre sa taille comme
base de calcul de la taille du géant.

Neh, 9juin

Je sais que la taille d’'un bonhomme c’est 1,80m, je sais que si je prends un objet gui va a la moitié du mollet et
gue je le reporte ¢a fera 6 = ma taille donc ¢a va faire pareil pour le géant.
La resolution du probléme : 1,80=6=10,80. Le geant mesure 10,80m

Neh arrive a un résultat plausible. Par rapport au texte précédent on voit des ponts établis entre la situation
d’étalonnage en classe et la photo : « ¢a va faire pareil pour le géant ». Mais ces articulations ne sont pas encore

explicitées clairement. En particulier, le choix du mi-mollet reste opaque et son rapport avec la taille d’un homme
n’est pas évoqué.

Le cas d’Ana montre de fagon plus évidente encore ce clivage entre la situation de la photo et la situation
d’étalonnage en classe.

Tous droits réservés © 2014 Le comité éditorial ETM3



Actes ETM3 Troisieme symposium Espace de Travail Mathématique 87

Ana, 6 juin

Je vais prendre différente chose comme I'équerre, un tube de colle, 'effaceur et je vois si ¢a fait la méme chose
ef je vais comparer :

Pour moi :

une regle : 4

colle : 15

équerre 8§

Pour Nai :

une regle : 5

colle 15,30

équerre : §

J'ai fait avec Nat, on a fair avec 'éguerre, la régle et la colle. J'ai comparé et comme elle est plus grande que
moi, ce n'est pas pareil. Je prends la colle et je mesure chague partie de mon corps.

Je pense que le géant mesure 10m car j'ai mesuré chaque partie de mon corps et j ‘ai multiplie.

Ana proceéde a une série d’étalonnage de sa taille et de celle de son amie Nai sans donner du sens a ce travail. Le
résultat final est déconnecté de ces expériences et semble faire référence a sa procédure du 23 mai (0).

Ana, 9 juin

Je fais 6 =1,80=10,80, j ai fait 6=1,80 pour trouver la taille du géant, j'ai utilisé la moitié de la jambe et il faut 0
Jois la moitié de la jambe.

On voit bien réapparaitre la réalité du parc mais aucune explication n’est donnée sur le rapport 6 ou la
signification du 1,80. Aucun lien avec la situation d’étalonnage en classe n’est fait. A ce moment 13, la
compréhension de la stratégie 1 par Ana semble encore hors d’atteinte.

6.2.2. L’ETM idoine réaménagé par une pratique écrite de I’écrit

Afin de débloquer la situation, I’équipe a décidé d’agir sur le pole expérimental de I’ETM idoine, mais pas a la
maniére décrite en 6.1 dont 1’occasion avait été manquée. Les textes du 9 juin ne permettaient pas de décider si les
¢éléves ne faisaient que répéter mimétiquement les avancées de la classe ou s’ils exprimaient la partie émergée
d’un raisonnement plus abouti. Pour lever cette ambiguité, nous avons mis en place le 17 juin un dispositif destiné
a favoriser 1’explicitation de leur argumentation. A cet égard, nous avons mis a la disposition des éléves un
matériel (artefact) qui leur a permis de développer une « pratique écrite de I’écrit ». Opposée a « une pratique
orale de I’écrit » (Duval 2001, p. 191), cette derniére est bien spécifiée par Tanguay (2005) comme étant :

[...] faite de pauses, de retour sur les propositions déja énoncées, de réaménagements et simultanéisations
(pour rapprocher des propositions ou blocs de propositions non contigus dans le texte), de recul,
d’appréhension globale (pour saisir certains éléments de macro-organisation) ; bref, de réflexion. Toutes
choses que ne permet pas cette « linéarisation de la pensée » (Duval 2001, p.191) imposée par une pratique
orale du texte, faite de fluence, de séquencialité, d’irréversibilité. A travers une telle « pratique écrite de
I’€crit », 1'éléve produit le texte de démonstration non plus a des fins de communication, mais pour « en
controler et la validité et ’absence de lacunes. » (Ibid., p.197). (Op. cité, p.2)

Pour offrir cette possibilité d’expérimentation et de construction aux éléves, nous leur avons donné a
examiner quatre textes, issus de leurs rangs, rédigés lors de la séance du 9 juin (TABLEAU II en annexe) et
sélectionnés par 1’équipe de recherche. Ces textes ont été choisis car on peut trouver dans leur réunion la quasi-
totalit¢ des éléments d’un raisonnement rigoureux. Méme les textes les plus incomplets apportent des
contributions qui ne figurent pas nécessairement dans les autres textes.

Dans une perspective d’expliquer sa solution a des éléves d’une autre classe de CM2, la consigne était
d’abord de noter « ce qui est bien dans chacun de ces textes et ce qui manque pour comprendre la solution. » puis
de proposer collectivement un cahier des charges pour une solution et enfin de rédiger individuellement sa
solution.

Tous droits réservés © 2014 Le comité éditorial ETM3



Actes ETM3 Troisieme symposium Espace de Travail Mathématique 88

Les éléves ont alors effectivement mis les textes en questions, repéré la présence ou 1’absence d’éléments
pertinents, relevé des imprécisions, proposé des améliorations (genése expérimentale). Ils se sont bien engagés
dans une pratique écrite de 1’écrit. Ce travail a sans doute été déterminant pour amener deux tiers d’entre eux a
expliciter les éléments et les articulations d’un raisonnement complet, comme le montrent les textes de résolution
de Neh et Ana, une nouvelle fois représentatifs de ces cheminements.

Neh, 17 juin

Puisgu'on n'’a pas le géant sous nos yveux, alors on prend un ohjet gui fait la moitié du mollet. Puisque sur la
photo on voit que ['homme fait le mi-mollet du géant, alors on imagine que je suis le géant et gue ['homme ¢ 'est
objet. Aprés je le reporte de toute ma taille et ¢a fair 0 fois.

La taille d 'un homme cest 1,80m, alors je fais 6 =1,80= 10,80m

Réponse : le geéant mesure 10,80m

Le lien ténu, présent dans le texte du 9 juin de Neh, entre les actions menées en classe et la situation évoquée
par la photo (« Ca va faire pareil pour le géant »), est a présent développé et la démarche de modélisation bien
explicitée via une séparation claire mais articulée entre le modéle (son propre corps) et le représenté (le géant).

Ana, 17 juin

On a pris un éléve de la classe. Puis on a pris un objet pour faire les hommes. Il faut prendre un objef puis le
faire jusqu 'a ce qu'on arrive a la téte. Il faut 6 ou 7 fois 'abjet pour arriver a la téte et pour trouver la taille.
Ex. il y avait des hommes a cété du pied du geant. On les a utilises pour trouver la taille du géant. Un homme
mesure a peu prés Im80. On prend Im80 ef combien de fois on a pris 'objet pour arriver a la téte.

1,80 =6 =10,80

Le texte du 9 juin évoquait quelques actions menées en classe mais ne faisait aucun lien avec la situation
évoquée par la photo. Dans le texte du 17 juin, I’ensemble des éléments d’un raisonnement complet apparaissent
presque tous mais ils sont désordonnés. Ana produit un texte intermédiaire, ou elle tente d’assembler les piéces
d’un puzzle, sans toutefois y parvenir totalement: « on a pris...puis on a pris... on les a utilisés...il faut... ».

Globalement, deux tiers des éléves ont tiré profit du traitement des écrits de leurs pairs pour combler les
lacunes de leur propre texte et réorganiser ceux-ci pour produire un raisonnement acceptable. Cette genése
expérimentale particuliére leur a permis de mettre en relation les repéres visuels de la photo, les expérimentations
menées en classe et les éléments pertinents du référentiel empirique, et donc de développer leur genése discursive.

Mais il faut aussi évoquer le tiers des éléves qui n’ont pas produit des textes de résolution satisfaisants. Leurs
textes montrent en général qu’ils n’ont pas compris les éléments clés de la résolution du probléme, notamment
ceux liés a la modélisation. Voici I’exemple de Nai qui illustre bien cela.

Nai, 17 juin

On prend 1,80m =7, 1,80m parce que c'est la taille d 'un homme en géneral, 7 parce gue quand on prend on
objet qui nous arrive au mi-mollet et gu'on le reporte sur nous ¢a donne 7 fois.

Calcul : 1,80=7=12,60

{Quand il y a des personmes qui reportent un objet ca donne 6 ou 7 fois mais moi j 'ai décideé de prendre 7 parce
gue ¢ est plus grand que 6 ef je me dis que ¢ 'est mieux de prendre la plus grande mesure (7) car on parle d'un
geant)

Aucun lien n’est fait entre le modéle (un éléve) et le géant d’une part, entre 1’objet reporté et I’homme de la
photo d’autre part. De plus, Nai semble penser qu’il n’y a que deux coefficients possibles, 6 et 7, et choisit 7 parce
qu’il débouche sur « la plus grande mesure», donc plus conforme a la taille d’un géant... Ces nombres ne sont pas
interprétés comme des coefficients de proportionnalité mais comme des absolus. Nous voyons ici que les ¢léments
du référentiel empirique sont reliés de fagon erronée aux ¢léments d’un référentiel théorique défaillant dans
I’ETM personnel de I’¢leve.
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7. Conclusion

Dans une étude antérieure consacrée a I’observation de professeurs enseignant la géométrie au collége et au lycée
(Kuzniak &Rauscher, 2011), la notion d’ETG s’était révélée pertinente pour voir dans quelle mesure ils tiennent
compte ou pas des espaces de travail personnels des éléves pour permettre a ces derniers d’avancer dans les
apprentissages. Ici, notre étude révéle le potentiel du cadre ETM pour analyser 1’activité mathématique des éléves
confrontés au probléme du géant et parallélement pour élaborer ou rectifier des modalités d’enseignement en
conséquence. Ce cadre nous a en effet permis de revisiter notre ingénierie et de mettre au jour ou de réinterpréter
trois points importants de celle-ci.

e Le premier de ces points concerne la prise en compte des ETM personnels initiaux des éléves qui révele
avant tout des déficits précis du référentiel empirique et théorique. En s’appuyant sur ceux-ci, nous avons
pu dégager a posteriori des pistes pour développer une genése expérimentale dans le cadre du référentiel
idoine.

e Le deuxiéme point concerne I’interprétation des blocages qu’ont connus les éléves lors des séances du 6
et 9 juin en termes de dissociation des genéses visuelle et expérimentale, en bonne partie dues a la
centration prématurée de notre scénario d’enseignement sur la genése discursive

e Le troisiéme de ces points concerne la réussite de deux-tiers des éléves a produire une genese discursive
efficace en fin de parcours que nous expliquons maintenant par 1’intégration, grace a une pratique écrite
de I’écrit, des genéses visuelle et expérimentale, cette derniére enrichissant, stabilisant et rendant plus
disponible le référentiel empirique et théorique

De fagon plus large, on peut penser que la notion d’ETM est un outil pertinent pour objectiver et réaliser le
lien nécessaire entre la vigilance épistémologique et la vigilance didactique a exercer dans des situations de
problémes de modélisations proposés a de jeunes €leves. La perspective de notre étude serait ici de développer un
cadre ETM de la modélisation a ce stade de la scolarité (10-11 ans) ou méme de I’étendre a d’autres niveaux de
scolarité. Le diagramme de la Figure 5 pourrait étre une base de travail pour un tel projet. Nous nous plagons dans
les limites d’une « initiation a la pratique de la modélisation » (Brousseau, 2003, p. 25) que nous résumons en
quatre points issus de Legrand (Ibid., p. 34) :

e  Partir d’un réel plus ou moins délimité et d’une question

e Choisir les objets et paramétres pertinents

e  Construire des régles traduisant les relations entre objets

e  Construire un modéle (monde imaginaire ou réel reconstruit) pertinent vis a vis du questionnement initial
et assez mathématisé pour que 1’on puisse calculer, comprendre comment ¢a marche.

Dans ce contexte, les genéses visuelle et expérimentale et leur articulation nous semblent é&tre les
composantes majeures de I’ETM idoine, en tout cas dans le travail d’approche des éléves indispensable pour
aborder la phase finale de la genése discursive. Nous insistons aussi sur le réle majeur que devrait jouer la
pratique écrite de I’écrit a I’intérieur de la genése expérimentale dans le cadre d’une telle ingénierie.

REFERENCES
Adjiage, R., & Rauscher, JC. (2013, accepté pour publication). Résolution d’un probléme de modélisation et pratique écrite de
I’écrit. Recherche en Didactique des Mathématiques.

Adjiage, R. (2005). Diversité et invariants des problémes mettant en jeu des rapports. Annales de Didactique et de Sciences
Cognitives, 10, 95-129.

Adjiage, R., & Pluvinage, F. (2007). An experiment in teaching ratio and proportion. Educational Studies in Mathematics,
65, 149-175.

Bkouche, R., Charlot, B., & Rouche, N. (1991). Faire des mathématiques : le plaisir du sens. Bibliothéque Européenne des
sciences de I’Education. Paris : Armand Colin.

Brousseau, G. (2003). Quels types de savoirs mathématiques utilise-t-on dans la modélisation ? In Raoult J.P. (Ed.), La
modélisation, recueil des contributions présentées le 26 novembre 2003 (pp.13—17). Paris : IREM de Paris 7.

Duval, R. (1995). Sémiosis et pensée humaine. Bern : Peter Lang.

Tous droits réservés © 2014 Le comité éditorial ETM3



Actes ETM3 Troisieme symposium Espace de Travail Mathématique 90

Duval, R. (2001). Ecriture et compréhension : Pourquoi faire écrire des textes de démonstration par les éléves ? In Barbin E.,
Duval R., Giorgiutti 1., Houdebine J., Laborde C. (Eds.), Produire et lire des textes de démonstration (pp. 183-206).
Paris : Ellipses.

Julo, J. (1995). Représentation des problemes et réussite en mathématiques. Rennes : Presses Universitaires de Rennes.

Kuzniak, A., & Rauscher, J. C. (2011). How do teachers’approaches to geometric work relate to geometry students’learning
difficulties ? Educational Studies in Mathematics, 77, 129-147.

Kuzniak, A. (2011). L’Espace de Travail Mathématique et ses geneses. Annales de Didactique et de Sciences Cognitives, 16,
9-24.

Legrand, M. (2003). Différents types de modélisation dans 1’enseignement. In Raoult J.P. (Ed.), La modélisation, recueil des
contributions présentées le 26 novembre 2003 (pp.13—17). Paris : IREM de Paris 7.

Peter-Koop, A. (2004). Fermi problems in primary mathematics classrooms: Pupils’ Interactive Modelling processes. In
Mathematics education for the third millennium: Towards 2010 (Ed), Proceedings of the 27th annual conference of the
Mathematics Education Research Group of Australasia, Townsville (pp. 454—461). Sydney: MERGA.

Rauscher, JC. (2006). L’écriture réflexive au centre de ’activité mathématique dans la résolution de problémes de proportions.
Annales de Didactique et de Sciences Cognitives de I'IREM de Strasbourg, 11, 75-102.

Rauscher, J.C., Adjiage, R., & Beliaeva, T. (2010). Modélisation et écrits réflexifs : des outils pour apprendre ? Réflexion a
partir d’une expérimentation en CM2. In Danos P. (Ed.), Actes du 36 Colloque COPIRELEM. Auch 2009,
L’enseignement des mathématiques a [’école : ou est le probleme ? (cederom). Paris : ARPEME.

Tanguay, D. (2005). Introduction. In Tanguay D. (Ed.), Actes du colloque du Groupe des didacticiens des mathématiques du
Québec GDM 2005 (pp. 1-4). Montréal : UQAM.

Vygotski, L. (1934). Pensée et langage. Rééd. 2002. Paris : La Dispute.

ANNEXE

TABLEAU I

23 mai Premiére approche: « Quelle est a ton avis la taille du
géant ? Qu’est-ce qui te permet de dire ¢a ? »

27 mai Elaboration par groupe d’un intervalle de plausibilité pour
la taille du géant et débat en classe a ce sujet.

30 mai Analyse par les éléves de sept réponses produites lors de la
premiére séance en vue de « découvrir des idées de
résolution » ; production par groupes d’un programme
d’actions a entreprendre pour résoudre le probléme.

6 juin  Production d’un écrit de résolution suite a 1’analyse
collective de quelques textes du 23 mai.

9 juin  Questionnement collectif, dirigé par le maitre, d’écrits de
résolution précédents ; rédaction individuelle d’un nouvel
écrit de résolution.

17 juin Analyse individuelle de quatre écrits de résolution du 9
juin, choisis par les adultes ; rédaction individuelle d’un
dernier écrit de résolution « dans la perspective d’une
transmission a une autre classe ».

24 juin Questionnaire bilan écrit renseigné par les ¢éléves
Surprises ?  Difficultés ?  Expérience a  refaire ?
Apprentissages réalisés ?

Calendrier de la séquence

TABLEAU I

Eléve numéro 1

Jai fait 1,80x7 =12,60m. J’ai pris 1,80 car c’est la taille d’un
homme et j’ai 7 car un homme rentre 7 fois dans le géant. Et aprés
j’ai fait 1,80x7 = 12,60m. Le géant mesure 12,60m.

Eléve numéro 2
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Comment je fais ? Je sais que la taille d’'un bonhomme c’est 1,80m
et je sais que si je prends un objet qui va a la moitié du mollet et que
je le reporte, ca fera 6 fois ma taille donc ¢a va faire pareil pour le
géant. La résolution du probléme : 1,80%6 =10,80.

Eléve numéro 3

Il faut d’abord voir sur la photo et voir jusqu’ou vont les hommes
sur la jambe du géant et ¢a va jusqu’au mi-mollet donc on imagine
qu’on est le géant et on prend un objet qui va jusqu’a la moitié d’un
mollet puis aprés qu’on s’est choisi un objet jusqu’au demi mollet on
regarde combien de fois il rentre dans le géant (nous) et ¢a donne
pour tout le monde environ 6 et 7.Réponse du probléme : 6x1,80 =
10,80m. Le géant fait 10,80m.

Eléve numéro 4

Nous avons repris le probléme or on a trouvé le mi-mollet.
L’objet : I’homme 1,80m

Calcul : 1,80x6 = 10,80 ; 1,80x7= 12,60

Le géant mesure entre 10,80 et 12,60

Les quatre productions du 9 juin soumises aux éléves le 17 juin

Autores

Jean-Claude Rauscher, jean-claude.rauscher@iufm.unistra.fr Irem de Strasbourg, Université de Strasbourg,
France.
Robert Adjiage, robert.adjiage@iufm.unistra.fr, Université de Strasbourg, France.
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La mesure et les logiciels de geométrie dynamique
dans le paradigme du physicien-géomeétre

Denis Tanguay
Loic Geeraerts
UQAM

Dans Tanguay et Geeraerts (2012), nous proposons un cadre de travail en géométrie a
travers lequel sont repensés les dialectiques empirisme-formalisme, inductif-déductif et le
role du mesurage comme processus de validation. Il s'appuie sur prés de cing années de
mise en ceuvre, entre 2002 et 2007, dans des classes de sixiéme et cinquiéme ou l'un des
auteurs a été enseignant, et fait par ailleurs 'objet d'expérimentations’ plus systématiques
et encore en cours, dans des classes du secondaire a Montréal. Reconnu d’abord par nous
comme point de convergence des vues d’un praticien et d’un chercheur, ce cadre a été
pensé comme un ensemble d’hypothéses, modes et pratiques de travail visant a assurer
une transition plus harmonieuse entre la GI et la GII (Houdement et Kuzniak, 2006).
Nous en avons donc parlé comme d’un paradigme — au sens de « matrice disciplinaire »,
que lui donne Kuhn (1996) —, le paradigme du physicien-géométre. On pourra alléguer
que le terme paradigme est ici abusif: la « communauté scientifique » qui adopte et
partage les convictions, savoirs et pratiques en cause ne compterait que deux membres ?!!
Nous l'avons tout de méme retenu d’une part, pour bien mettre en évidence le role
d’articulation qu’a le cadre dans le passage entre deux paradigmes ; d’autre part, parce
qu’il nous apparait essentiel, pour des raisons que nous allons développer dans cet article,
d’impliquer toute la classe dans les choix, les problématisations et les motivations a la
source du travail visé : la communauté en question, pour nous, c'est donc en fait la
classe !

Parmi ces problématisations mises en avant pour la classe, il y a celle de la fiabilité de la
mesure, du type et du degré de certitude auxquels elle donne acces. Quand les mesures
sont données directement par un logiciel de géométrie dynamique comme Cabri ou
GeoGebra, la question se complexifie parce que le rapport des éléves a de telles mesures,
a leur exactitude et a leur précision, n'est évidemment pas le méme que pour des mesures
effectuées et lues sur une régle graduée ou un rapporteur. Entre autres, la grande majorité
des éleves est spontanément persuadée qu'il ne saurait y avoir « erreur de mesure » avec
ces logiciels. Comment, des lors, éviter que ’utilisation que les éleéves en font ne se
substitue a la démonstration et ne provoquent « un glissement implicite et potentiel vers
un ETG? ou l'expérience et les artefacts guident le travail » (Kuzniak, 2010, p. 79) ? Ce
sont la parmi les questions abordées dans le présent article.

1. Un référentiel théorique physiquement intégré a I'espace local

Dans Tanguay (2007, 2005), nous avons fait valoir que le passage de l'argumentation a la
démonstration (Duval, 1991) nécessite des €léves une véritable « décentration » — au
sens que Piaget (1997, p. 504) donne a ce mot — par laquelle 1'éléve « reconsidére la

' Dans le cadre d'un projet de recherche CRSH du Canada n°169912.
? Espace de Travail Géométrique ; cf. Houdement et Kuzniak (2006).
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primauté de ce qui est en jeu, la validité¢ des enchainements devant prendre le pas sur la
vérité des propositions sans toutefois l'occulter... » (Tanguay et Geeraerts, 2012, p. 9).
Ce «nouveau » point de vue reléve d'un regard « méta » et ne sera possible, n'aura de
sens pour les ¢éléves que s'ils sont pleinement impliqués dans 1'édification d'une théorie,
dans la construction d'un réseau de résultats inter-reliés qui s'enchainent dans la théorie
de la méme fagon que les propositions s'enchainent dans chaque démonstration : « on
n'atteint pas pleinement 1'idée de preuve en étudiant des preuves isolées » (Rouche, 1989,
p.9). Kuzniak (2010) met bien en évidence qu'en France’, un travail sur des ilots
déductifs, qu'il analyse comme relevant de la Géométrie Il morcelée, est insuffisant pour
empécher que la géométrie du collége et du lycée ne glisse « subrepticement » vers la
GI : «la preuve axiomatique [...] est d'autant plus affaiblie que le référentiel théorique
mis a disposition des €éléves n'apparait pas, méme en filigrane » (op. cit., p. 87).

Dans le cadre que nous proposons, ce référentiel théorique est construit par la classe —
nous verrons plus loin selon quelle perspective — et donne lieu a un outil, le classeur,
intégré a l'espace local. Nous suggérons en effet de donner au référentiel la forme d'un
répertoire de définitions et de «régles » — nous discuterons plus loin des différents
statuts a donner a ces régles — dont chacune fait I’objet d’une fiche dans le classeur. Le
contenu de chaque fiche est élaboré et décidé par le groupe classe mais chaque €léve en
transcrit sa copie qu'il insére dans son propre classeur. Le format des fiches
(24 cm x 16 cm) et par conséquent du classeur est choisi pour que I'¢léve puisse l'ouvrir
dans le haut du bureau tout en laissant libre l'espace de travail — au sens bien physique et
concret —, celui ou il ménera les constructions ou tracés a I'étude, examinera et codera
des figures déja tracées, organisera les fiches sorties du classeur quand elles sont
susceptibles d'intervenir comme reégles d'inférence (Duval, 1991) dans une démonstration
en chantier, etc.

En effet, quand le travail vise une démonstration spécifique, on désamorce une des
principales sources de déconvenue en faisant de l'ensemble des fiches le corpus
(explicitement identifi€¢) des résultats disponibles pour démontrer. Le contrat est alors
clair sur ce qu'on « a le droit d'utiliser », et permet par ailleurs a I'enseignant de varier les
scénarios : laisser libre acces au classeur, imposer un sous-ensemble de fiches suffisantes,
etc. De leur coté les éléves, a l'issue d'une phase heuristique liée a une conjecture,
peuvent ressentir le besoin d’utiliser des regles qui ne figurent pas encore dans le classeur
et les proposer a la classe comme cibles de travail.

2. Une articulation, a plusieurs niveaux, entre les registres discursif et figural

Dans les fiches, chaque regle et chaque définition est énoncée discursivement et
représentée figuralement. Les régles sont illustrées en tant qu'implication, I'antécédent et
le conséquent étant chacun représenté par une figure-clé (Kerboeuf et Houdebine, 2005).

3 11 ne fait pour nous aucun doute qu'un tel glissement est également observable dans la scolarité québécoise
actuelle du secondaire (12 & 17 ans).

* Selon le modéle théorique des ETM en deux plans (Kuzniak, 2010, p. 74), le classeur peut donc étre vu
comme un artefact dans le plan des composantes, artefact tant au sens sens usuel d’objet physique fabriqué
(par I’homme), qu’au sens plus élargi d’artefact symbolique (Rabardel, 1995) puisqu’il contient les
deéfinitions, propriétés et théorémes sur lequel 1’éléve s’appuiera pour élaborer des preuves.
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Incidemment, les équivalences qui ne sont pas retenues comme définitions donnent
systématiquement lieu a deux fiches, une pour chaque implication. Pour plus de détails,

notamment sur les fiches-définitions, on pourra consulter Tanguay et Geeraerts (2012,
§3.2, §3.3, §3.4).

Enoncé 1
sec
Les points gui sont surla médiatrice d'un segment sont équidistants des deux extré mités de ce segment.
Implication
A
: alors
Si
(forcément) : B
. Utilisation_| i ®
® Prouverqu’un pointesta la méme distance de deux autres points.
* Démontrerque dessegments sontde méme longueur.
* Montrergu'untriangle quia un axe de symétrie estl‘socéle.|
i 5]
reml : Avec la définition d’un cercle, on peut ainsi montrer que les points A et B sont sur un cercle de centre C.
rem2 : Cette régle estla réciprogue de médiatrice-1.

o u} )
point équidistant-1

Figure 1 : deux figures-clés dans une fiche-régle

Il s'agit ict de plus que de l'articulation entre deux registres (Duval, 1993). Il s'agit en
effet d'un aspect central de 1'é¢tude de la géométrie, constituant a la fois l'une de ses
richesses mais aussi l'une de ses pierres d'achoppement : articuler le sensible et
l'intelligible, apprendre « a utiliser ses perceptions et son intuition pour guider les
raisonnements plutét que de leur faire obstacle, [...] travailler progressivement a
distinguer ce qui doit relever des uns et des autres » (Geeraerts et Tanguay, 2012, p. 25).
Les travaux de Duval (1995, 1991, ...) ont mis en évidence que la structure par
enchainement d'inférences des démonstrations n'est ni naturellement, ni méme facilement
comprise des €leves, et que les raisonnements qu'ils mettent en ceuvre spontanément,
visant a convaincre et obéissant a des critéres de pertinence, « [...] ne permettent pas
d'entrer dans le fonctionnement cognitif de la démonstration qui obéit, elle, a des criteres
de validité et cherche a prouver » (1995, p. 213). Dans la foulée de ces travaux, des
dispositifs et outils d’enseignement — incluant des tutoriels — relativement pointus sont
proposés, ou le travail d’organisation des propositions occupe l'avant-plan: Duval
(1991), Tanguay (2005, 2007), Richard et al. (2011), Guerrero Magana (2011)...

Mais l'analyse du travail (représentatif) d'un trio d'éléves cherchant a reconstituer une

démonstration via un déductogramme (Tanguay, 2007, §3.2) montre bien que 1'¢leve qui
« performe » vraiment et qui, de fait, trouve la solution pour son équipe, est celui qui fait
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constamment le lien entre les propositions manipulées (via des petits cartons) et la figure,
allant méme jusqu'a retracer la figure pour lui-méme. Il s'agit typiquement de ces allers et
retours dialectiques entre sémantique et syntaxe, que Barrier et al. (2009) identifient et
décrivent comme étant au cceur méme du processus d'élaboration des démonstrations.

Si I’on cherche a analyser un tel travail a 1’aide du mod¢le en deux plans de Kuzniak
(2010, p. 74), on voit bien qu’il engage, dans le plan des composantes, a la fois des
énoncés (les « régles d’inférence », Duval, 1991) qui relévent directement du référentiel,
des figures tracées dans I’espace local, et d’autres énoncés — les « propositions
d’entrée » pour chaque inférence (ibid.) — qui sont particularisés a ces figures et ne
proviennent donc pas directement du référentiel. Les figures -constituent des
representamen (ou signifiants) mais aussi des représentants (génériques) d’objets
théoriques. Ce sont les définitions et propriétés de ces objets théoriques qui fournissent
les propositions d’entrée sus-mentionnées, apres avoir été projetées dans les figures selon
une direction dont la parallele dans le plan cognitif pourrait étre désignée par
I’instanciation. Sans elle, le controle sémantique par les éléves est quasi-impossible. Mais
elle peut par ailleurs s’ériger en obstacle quand 1’éléve n’arrive pas ensuite a remonter
dans la direction inverse et a comprendre en quoi son travail (de démonstration) engendre
des énoncés généraux, universels (cf. par ex. Chazan, 1993).

Ce controle sémantique de I’enchainement déductif se fait principalement a travers le
codage de la figure, a condition que 1’éléve garde une trace — par la mémoire, par un jeu
de couleurs, en faisant plusieurs copies de la figure... — de la sériation des propriétés
déduites (Tanguay et Geeraerts, 2012, p. 9). Ainsi, le codage tient certes d’une forme de
visualisation mais c’est une visualisation qui doit en quelque sorte étre décomposée,
segmentée en différents « moments » selon une ligne de temps (artificiellement) générée,
dont I’¢leve doit savoir retrouver la trace dans le discours déductif ; le processus sollicite
donc en ce sens une coordination subtile et complexe entre les registres discursif et
figural puisqu’en méme temps, les propriétés codées sont puisées dans le référentiel. En
outre, le codage doit parfois se faire en parallele avec un travail de construction quand la
figure n’est pas initialement donnée ou quand des ¢éléments doivent y €tre ajoutés. Ces
considérations montrent la complexité de I’activité de démonstration en géométrie. Il
s’agit bien d’une démarche relevant principalement de la validation, mais qu’on peut
difficilement circonscrire au plan vertical suggéré par la Figure 10 de Coutat et Richard
(2011). On mesure bien aussi la difficulté qu’il y a a susciter chez les éléves ces
coordinations, et la complexité de ce que peut étre un dispositif didactique efficace pour
le faire.

Nous faisons I'hypothése, en grande partie corroborée par nos expériences
d'enseignement, que les figures-clés représentant les régles figuralement dans les fiches
favorisent le controle sémantique de 1’organisation déductive, entre autres parce que la
disposition gauche-droite des deux figures codées suggere la sériation des propositions.
Si les deux registres (figural et discursif) sont coordonnés au niveau local de chaque
régle, la possibilité de manipuler physiquement les fiches sur 1'espace (réel) de travail
permet aussi un contréle visuel et kinesthésique de I'organisation syntaxique au niveau
global. Ce contréle peut étre poussé plus loin encore avec la construction de

Tous droits réservés © 2014 Le comité éditorial ETM3

96



Actes ETM3 Troisieme symposium Espace de Travail Mathématique

déductogrammes selon le format spécifiquement adapté que nous proposons (Tanguay et
Geeraerts, 2012, §3.5), sur lequel cependant nous ne reviendrons pas ici.

3. Des regles comme des lois de la physique

Mais rien dans ce qui précéde ne semble répondre au probléme de la motivation a
démontrer. Comment éviter en effet que les éléves «ne voient dans la démarche de
raisonnement formel, en particulier dans la démonstration, qu'une pratique imposée plus
ou moins gratuitement par les professeurs, mais sans utilité¢ réelle » (Pluvinage, 1989,
p. 6). Quoi faire pour convaincre 1'éléve de 12 ou 13 ans, a qui 1'on continue de demander
constructions et mesures aux instruments, que les démarches déductives sur lesquelles ont
le fait travailler ensuite ont du sens, et apportent une certitude qui est d'un autre ordre que
celle a laquelle le mesurage lui a donné acces ? C'est ici que le « physicien » intervient.

Notre approche peut certainement étre apparentée a celle du « débat scientifique » de M.
Legrand : il s'agit d'entrer « dans un processus de dénaturalisation’ et d'institution-
nalisation systématique [des] objets de savoirs indispensables [...] a la compréhension du
jeu qui se joue dans les institutions scientifiques » (Legrand, 1988, p. 371). La classe est
vue comme une communauté de chercheurs, 1'abord de la géométrie y est analogue a
celui qu'on initierait dans un laboratoire de physique, et la question de la fiabilité de la
mesure et de I'empirisme y est ouvertement et systématiquement problématisée, discutée.
On cherche a mettre en place le contrat (didactique) suivant : les résultats du cours de
géométrie doivent, avant d'€tre intégrés au classeur (et donc d'étre invoqués dans une
preuve), faire 1’objet d’une démonstration ou d’une vérification expérimentale. Quand
celle-ci est faite aux instruments — regle graduée, équerre, rapporteur —, les
imprécisions et les erreurs de mesure sont utilisées pour mettre en évidence le caractere
hypothétique® du résultat. Selon notre perspective, résolument vigotskienne, I'enseignant
doit faire la promotion active de 1'état d'esprit qui préside : exiger que le signe
d'approximation « = » soit utilisé, plutot que I'égalité, pour rendre compte de toute mesure
obtenue aux instruments ; veiller le cas échéant a rendre cette idée explicite dans les
formulations (« les deux segments semblent isométriques ») ; prévoir des activités ou
résultats expérimentaux et résultats théoriques sont confrontés, par exemple 1'admirable
séquence proposée par Jahnke (2007, §6). Quand la vérification expérimentale est faite
avec des logiciels de géométrie dynamique, le probléme se corse : nous en discuterons a
la section 4.

> au sens o selon Legrand, la communauté scientifique (et son double scolaire, les enseignants de science)
a hégémoniquement stabilisé et cristallis¢é — Legrand dit ici « naturalisé », un emprunt a Chevallard — les
savoirs et démarches constitutifs de la rationalité scientifique, au point ou ceux-ci n'apparaissent plus aux
membres (aux enseignants) comme objets de savoir (2 enseigner), et que ces derniers sont par suite
incapables de reconnaitre tout autre forme de rationalité, notamment la rationalit¢ « quotidienne » des
¢éléves. Pour les faire réapparaitre comme objets de savoir, il faut défaire cette « naturalisation ».

% au sens que les sciences expérimentales donnent a ce mot (cf. Jahnke, 2007 ; Tanguay et Geeraerts, note 8,
bas de la page 12). Pour une discussion approfondie sur les sens qu'ont pu avoir les mots « hypothéses »,
« axiomes » et « postulats » chez les Grecs pré-socratiques, voir Jahnke (2010). Son argumentation met sur
la piste d'une conception de ces termes, chez ces anciens Grecs, qui supposerait une approche hypothético-
déductive de la géométrie analogue a celle qui est usitée en physique.
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Pour obtenir un engagement optimal des éléves, nous suggérons de travailler sur des
résultats ou I’intuition est en défaut — la somme des angles du triangle peut constituer
I’un des premiers de ces résultats — afin que la démonstration apparaisse autant comme
levier pour lever I’incertitude amenée par une €ventuelle vérification empirique, que
comme moyen pour expliquer (Hanna, 1995). Les résultats plus intuitifs qui émergent
alors comme regles d’inférence nécessaires a la démonstration, s’ils ne font pas déja
I’objet d’une fiche, sont d’abord énoncés par la classe, puis proposés pour vérification
expérimentale. Ce sont les «régles-postulats » (voir Figure 1, a gauche), qu’on ne
démontre pas (pour I’instant). A plus longue échéance, ’enseignant a le role de repérer
les régles-postulats que le développement de la théorie a rendu accessible a la
démonstration. Quand par la suite elle est de fait démontrée, la régle change de statut et la
case « démontrée » dans la marge de gauche de la fiche est cochée. Le groupe classe
réalise ainsi progressivement l’articulation des ilots en réseau, ce a quoi contribue
également le cumul des régles dans le classeur.

4. Les logiciels de géométrie dynamique, comme outils expérimentaux de
vérification

L’usage le plus standard des Logiciels de Géométrie Dynamique (LGD) proposé par la

littérature consiste a construire une figure, 1’investiguer par déformation (dragging) et

conjecturer telle ou telle propriété. Le probleme c’est que pour les €leves, il est alors
inutile de démontrer les propriétés conjecturées : le logiciel est si précis que ce qu’il nous
laisse a voir est forcément vrai (Kuzniak, 2011, p. 86). Cela tient a plusieurs raisons :

e Graphiquement, la précision des tracés vectoriels’ (au sens informatique) alliée a
I’utilisation du zoom procure un sentiment de perfection (par exemple, quand trois
droites sont concourantes).

e Numériquement, pour les mesures, le nombre de décimales auquel 1’éléve a acces lui
donne I’'impression que tous les nombres sont manipulés exactement par 1'ordinateur.

e Généralement, le sentiment plus ou moins conscient de la supériorité de la machine
sur I’homme (et donc sur I’enseignant...)

Dans notre cadre, quand le résultat est une régle-postulat que la classe se contente de
vérifier expérimentalement, c’est son caractére hypothétique qui est compromis par la
trop grande fiabilité allouée par les éléves au LGD. Quand il s’agit d’une conjecture® dont
la démonstration est visée, c’est la pertinence méme de cette démonstration qui sera
remise en cause. Penchons-nous plus spécifiquement sur ce probléme du point de vue de
I’exactitude des mesures données par GeoGebra.

7 Un tracé n’est pas produit a I’aide d’une matrice de pixels mais avec des fonctions que le logiciel traduit
dynamiquement a 1’écran. Ainsi, I’effet de pixellisation qui apparaissait a partir d’un certain niveau de
zoom disparait au profit d’une image toujours nette et dont les lignes, avec les LGD, gardent de surcroit
toujours la méme épaisseur.

¥ Au regard de leur statut logique, nous ne faisons pas de différence entre postulat et conjecture. Nous
parlons de conjecture quand il s’agit d’un énoncé qui est I’objet premier du travail en cours et dont on
envisage la démonstration. Le postulat est quant a lui un outil qu’on se permet d’utiliser parce que sa valeur
de vérité a un caractere d’évidence. Donc de notre point de vue, la valeur épistémique sémantique (Duval,
1995, p. 217 et suivantes) de la conjecture est moins stire que celle du postulat.
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Exemple 1

Tant que le Théoréme de Pythagore ou les critéres d’isométrie des triangles ne sont pas
disponibles, la régle «point équidistant-1 » (Figure 1) reste inaccessible a la
démonstration. Elle est par ailleurs relativement intuitive. Supposons que la classe veuille
en faire une régle-postulat en la vérifiant expérimentalement (cette régle-postulat
intervient par ex. dans la séquence proposée par Geeraerts et Tanguay, §3). Dans la
construction GeoGebra (GGB, version 4.0.38.0) suivante, le point D est placé sur la
médiatrice de [AB]. Ayant fait afficher les distances entre A et D, puis entre D et B, avec
les 2 décimales données par défaut, les éléves concluent a I’isométrie de [AD] et [DB],
quelle que soit la position de D. On s’apergoit par contre que pour certaines positions de
D, ces distances différent a la 15° décimale. On peut donc se servir de ce
dysfonctionnement pour faire douter les éléves et discuter avec eux de la réelle isométrie
de [AD] et [DB]. Or, GGB fait apparaitre ici un autre dysfonctionnement : la mesure de
[AD] n’est pas exactement égale a la distance entre A et D. La mesure de [AD] est le
nombre C dans la fenétre « Algebre », apparu automatiquement lors de la création du
segment. La distance de A a B a été obtenue avec le bouton « Distance ou Longueur » en
cliquant successivement sur les points A et B.

Les arrondis des mesures de [AD] et [DB] donnés par GGB sont les mémes, alors que les
arrondis des distances different. Il s’agit de bien faire valoir auprés des éléves que tous
les nombres donnés par GGB sont des arrondis et que par conséquent, des mesures
affichées égales ne permettent pas en théorie de conclure a 1’isométrie. Par contre, la
contraposée de [k =1 = arrondi, (K) = arrondi, (I) ] devrait, en toute rigueur, nous
amener a conclure a la non-isométrie quand les arrondis, a la n-iéme décimale pour un n
fixé, sont différents.

77 point équidistant-1_NB.ggb =R

Fichier Editer Affichage Dispositions Options Outils Fenétre Aide

l I A . s £ .Q)‘_ K -2 +* | Déplacer: Déplacer ou sélectionner un
\ e . ABC | _2 d
o 2 "/'/7 /-.’7 ’ ;’ | ®7 \e /7 ‘_, b i " ‘%’7 o ou des objets(Ctrl) (Raccourci=Esc)
Algébre [=][=)[¢] |Graphique BEE
= Objets libres
@ A=(1.06, -0.22) . :
L@ B= (6.66, -3.98) Erreur de GGB sur les distances a la 15e décimale

= Objets dépendants

+- 9 D=(5.919431706287805, 0.967238711492475)
» a=06.745190879434028

& b:-5.6x + 3.76y=-29.512

2 c=5.002360669338178

& d=5002360669338178
distanceAD = 5.002360669338179
distanceDB = 5.002360669338178

J a= 90:

AD = 5.002360669338179

DB = 5.002360669338178

Saisie: =@

Figure 2 : une régle-postulat vérifiée avec GeoGebra
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Cette démarche critique peut conduire la classe a se questionner sur la facon dont les
nombres sont stockés dans le logiciel, voire dans un ordinateur : sont-ils représentés sous
forme décimale ? Si oui, combien de décimales sont prises en compte ? Que se passe-t-il
avec les nombres rationnels d’écriture décimale infinie ? Qu’en est-il d’un irrationnel
comme 7 ? Ces questions créent des liens entre la géométrie et 1’arithmétique mais
surtout, permettent de développer un esprit critique vis-a-vis les informations données par
les LGD. Nous pensons qu’une gestion appropriée de la situation par 1’enseignant permet
de préserver, vis-a-vis des €léves, le caractere hypothétique du résultat.

Exemple 2

Supposons maintenant que la classe s’interroge sur la somme des mesures des angles
intérieurs des triangles. Dans une approche sur papier aux instruments, selon nos propres
expériences d’enseignement, la dispersion des différentes sommes trouvées par les éléves
est souvent trop importante pour qu’ils pensent a conjecturer la valeur 180. Par contre,
I’utilisation de GGB fait apparaitre clairement une somme constante de 180°, ainsi les
¢léves énoncent sans hésiter la conjecture. Comment, ici, aborder la motivation a la
démonstration ? Ci-dessous, les figures obtenues en faisant afficher, par GGB, les
mesures de chacun des cotés d’un triangle a 10 décimales, puis a 15. On constate, par
simple inspection de la derniére décimale de chaque nombre, que la somme des mesures
affichées ne donne pas 180 ni dans un cas ni dans 1’autre.

28.1885521473° 28.18855214733011°
A 46.5579963239° A 46.55799632392167°
C V c
B 105.2534515287° B 105.25345152874823°
mAA 4+ msB + msC = 180° mZA+msB + msC = 180

Figure 3 : des affichages GeoGebra contradictoires

Quand I’enseignant ou les éleves débrouillards font calculer la somme par GGB via le
champ de saisie (en bas de la fenétre), comme c’est fait dans le bas des deux affichages
ci-dessus, un nouveau probleéme se pose : le logiciel donne invariablement 180 quel que
soit le nombre de décimales demandées. Cela force 1’enseignant a des discussions
pointues : GGB ne calcule pas la somme a partir des arrondis affichés mais se sert des
arrondis qu’il conserve en mémoire grace a sa représentation interne des nombres, qui y
ont vraisemblablement beaucoup plus de décimales. Le déroulement d’une telle lecon se
sera alors trouvé fortement influencé par le fonctionnement du logiciel et aura nécessite,
comme outil d’enseignement, une « instrumentation » importante (Vérillon et Rabardel,
1995). Mais un enseignant pourrait alors évaluer son enseignement comme détourné de
son objet premier, la géométrie, au profit d’un enseignement de GeoGebra! Une
alternative possible, relevant de « I’instrumentalisation » cette fois (ibid.), est de préparer
un fichier GGB dans lequel l'enseignant a forcé le logiciel a calculer la somme des
arrondis affichés afin qu'elle ne soit plus constamment égale a 180°.
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+ Objets libres
= Objets dépendants
-0 a=T4.4°
b= 48.6°
2 c=>5649°
) somme = 180°

, Somme - =179.9°
! des arrondis

J 0=T7443513686626682°
4 B=48.62441777445964°
4 v =56.9404453592735°

+ Objets libres
= Objets dépendants

2 somme = 180°

| somme _=180°
! des arrondis

J a=74.43513686626682°
J p=48.62441777445964°
4 y=56.9404453592735°

+ Objets libres

= Objets dépendants

w0 a=T4.43514°

b=48.62442°

) ¢ =56.94045°

) somme = 180°

y somme =180.00001°

des arrondis

2 0=7443513686626682°
4 B=48.62441777445964°
w9y =56.94044535092735°

=
"

[ ]

74.4°+48.6°+56.9°=179.9°

n=12

74.43514°

56.94045°

c
74.43514°+48.62442°+56.94045°=180.00001°

Figure 4 : une instrumentalisation de GeoGebra
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Pour arrondir la mesure o d’un angle donné, il suffit d’utiliser la fonction
d’arrondissement a ['unité et de faire une translation sur les chiffres de la manicre
suivante : @ =round(10"n * a) / 10"n, avec n le nombre de décimales voulues. Ainsi, il
est possible d’additionner les arrondis affichés plutdt que ceux utilisés nativement par
GGB’. L’avantage d’un tel fichier, ¢’est qu’il donne lieu a des approximations de 180°
qui ne restent pas constamment égales a 180, et que le besoin de démontrer reste alors
vivant pour bon nombre d’¢éléves.

5. Conclusion

Sans négliger les fonctions usuelles qu’on préte aux LGD — outils de construction, avec
I’opposition maintenant classique entre dessin et figure (par ex. Parzysz, 1988) ; outils
d’exploration, permettant de repérer et énoncer des conjectures — ceux-ci peuvent étre
mis a profit pour des vérifications expérimentales donnant accés a des regles-postulats
dont le caractére intuitif, le caractére « d’évidence » (Rouche, 1989) n’est pas propice a
motiver des démonstrations. Seulement voila, ce caractére d’évidence, 1’enseignant ne
veut pas le laisser dans les limbes, il veut en faire, tout comme le résultat lui-méme,
I’objet d’une discussion, d’une problématisation. En effet, en mettant en évidence
certaines défaillances ou imprécisions des LGD, il est encore possible de garder vivant
I’enjeu de vérité (Grenier et Payan, 1998) li¢ & chaque énoncé, que celui-ci soit une
conjecture ou une régle-postulat. Les discussions de classe qui en résultent, coordonnées
au travail sur les fiches — notamment la décision a prendre en classe sur laquelle des
deux cases a cocher a gauche de la fiche-régle, voir la Figure 1 — augmente par suite le
poids de I’institutionnalisation des énoncés et la signification des démonstrations ou
ceux-ci interviennent.

Le rapport a I’axiomatisation s’en trouve lui aussi changé, la « minimalité » du nombre
des regles-postulats n’est plus un enjeu majeur, les processus impliqués sont intégrés a la
construction de «théories locales », ayant recours a des «hypothéses » au sens de
Jahnke, c’est-a-dire a des axiomes — nos regles-postulats — « qui ne sont pas plus des
révélations d’étres supérieurs que des expressions d’idées éternelles, mais simplement des
constructions humaines » (Jahnke, 2010, p. 31 ; cité dans Tanguay et Grenier, p. 41, notre
traduction). On cherche ensuite a connecter ces théories locales en réseau — I’enseignant
a alors un role crucial par rapport aux taches qu’il propose a la classe —, dans une
démarche qui rapproche la géométrie des sciences expérimentales, avec des
développements déductifs moins complexes que ceux de la géométrie euclidienne, et par
conséquent des démonstrations dont on peut mieux contrdler, du point de vue de
I’enseignement, la difficulté, 1’accessibilité et la finalité.

Le cadre (ou paradigme !) du physicien-géometre nécessite encore bien sir réflexions et
recherche, tant empirique que théorique. Parmi les questions a approfondir : celle de la
technologie utilisée par les LGD du point de vue graphique, notamment sur I’abord des
problémes (et théorémes) d’incidence ; la coordination du travail aux (bons vieux)
instruments usuels avec le travail aux LGD ; que devient I’espace de travail lors des
séances informatisées, etc.

’ Des « équivoques » tout & fait analogues peuvent étre mises a profit avec un logiciel comme Cabri-
Géometre. Par contre, utiliser CaRMetal, par ex., nécessiterait de revoir les trajectoires d'enseignement.
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KOSTAS NIKOLANTONAKIS, LAURENT VIVIER

ESPACES DE TRAVAIL GEOMETRIQUE EN FORMATION INITIALE DE PROFESSEURS DU
PREMIER DEGRE EN FRANCE ET EN GRECE LORS D'UNE DEMARCHE DE PREUVE

Resumen. En este trabajo se estudian los Espacios de Trabajo Geométrico personales y adecuados en
Francia y Grecia para los futuros maestros de primaria. La disponibilidad del teorema sobre la igualdad de
triangulos en los ETG adecuados permite de ver diferentes ETG personales con una diferencia marcada entre
las poblaciones francesas y griegas. Un estudio estadistico de la poblacion griega especifica el contexto
geométrico idoneo en Grecia.

Palabras Clave: Espacio de Trabajo Geométrico, prueba, igualdad de triangulos, formacion de maestros.

Resumo. Neste trabalho, estudamos os Espacos de Trabalho Geométrico pessoais e adequadas em Franca e
na Grécia para futuro ensino fundamental os professores. A disponibilidade de o teorema sobre a igualdade
de triangulos, a ETG adequado permite a vocé ver diferentes personal ETG com uma diferenca acentuada
entre o francés e populagdes gregas. Um estudo estatistico da populagdo grega geométrica especifica o
contexto ideal para a Grécia.

Palavras Chaves: Espacos de Trabalho Geométrico, prova, igualdade de tridngulos, formacdo de
professores.

Résumé. Dans ce travail, nous étudions les Espaces de Travail Géométrique personnels et idoines en France
et en Gréce pour des futurs enseignants du premier degré. La disponibilité du théoréme sur I’égalité des
triangles dans les ETG idoines permet de relever différents ETG personnels avec une différence marquée
entre les deux populations, francaise et grecque. Une étude statistique de la population grecque précise le
contexte géométrique idoine en Grece.

Mots-Clés: Espace de Travail Géométrique, preuve, égalité des triangles, formation des enseignants.

Abstract. In this work we study personal and suitable Geometrical Working Spaces in France and Greece
for future elementary school teachers. The availability of the theorem on the equality (congruence) of
triangles in suitable GWS allows to notice different personal GWS with a marked difference between French
and Greek populations. A statistical study on the Greek population specifies the suitable geometrical context
in Greece.

Key Words: Geometrical Working Space, proof, triangles equality, teachers training.

1. INTRODUCTION

L’étude vise a examiner les Espaces de Travail Géométrique idoines et personnels en France et en Grece
(Kuzniak, 2006, 2010 ; Houdement et Kuzniak, 2006) pour des futurs enseignants du premier degré (grades
1 a5en France et 1 a 6 en Grece). On s’appuie sur les productions écrites en temps limité de professeurs en
formation initiale durant I’année universitaire 2008-2009 (26 étudiants francais et 100 grecs). La partie
numérique du test a déja été analysée dans (Nikolantonakis & Vivier, 2009) et nous étudions ici la partie
géométrique, en nous focalisant sur quatre exercices qui s’appuient sur une configuration simple du triangle.
Comme le montre I’analyse a priori, de nombreuses et différentes démonstrations sont possibles ; elles
constituent des indicateurs pour repérer les ETG personnels et, a travers eux, les ETG idoines.
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De fait, les étudiants-professeurs francais montrent une pluralité de procédures, y compris des références aux
transformations géométriques, contrairement a leurs homologues grecs qui, eux, utilisent systématiquement
les cas d’égalité des triangles. Ces ETG personnels différents refletent des ETG idoines différents. Plus
particulierement, comme cela avait déja été évoqué dans (Kuzniak & Vivier, 2009), ’ETG grec est fortement
influencé par une tradition euclidienne’.

Apres une présentation rapide du contexte et des ETG idoines frangais et grec, nous proposons une analyse a
priori des exercices du test qui constitue une grille pour I’analyse des productions des deux populations
grecque et francaise. Nous 1’exposons en deux temps : d’abord une étude statistique pour la population
grecque que nous comparons ensuite avec la population francaise afin de mettre en relief les différences
entre ETG idoines. Le cadre théorique de 1’étude est explicité en introduction de ce volume.

2. CONTEXTE DE L’ETUDE

2.1 Deux systémes de formation différents

En Gréce, dés I’entrée a I’université, sur concours, les étudiants se destinant au professorat du premier degré
doivent faire le choix d’une université pédagogique ou ils préparent, en quatre ans, un diplome pour devenir
professeur. En France, avant la réforme dite de la masterisation?, pendant les trois premiéres années
universitaires, les étudiants préparent une licence de leur choix. C’est seulement ensuite qu’ils préparent un
concours spécifique pour I’enseignement primaire. Aprés obtention de ce concours ils sont, aprés validation
d’une année de stage et de formation dans les Instituts Universitaires de Formation des Maitres (IUFM),
titulaires d’un poste d’enseignement du premier degré.

On reléve donc une année universitaire de plus en France, mais en Gréce les quatre années de formation sont
totalement attribuées & 1’enseignement primaire contre seulement deux en France.

2.2 Contexte de [’étude

Les ¢étudiants grecs ont passé, a I’issue du deuxieéme semestre de I’année universitaire 2008-2009, un examen
de 3 heures dont la géométrie constitue environ la moitié des exercices. Dans cet article, nous analysons 100
de ces productions grecques, prises au hasard. Il s’agit donc de I’examen qui sanctionne le deuxieme
semestre. Nous faisons 1’hypothése d’un bon investissement des étudiants grecs dans ce test.

Le test passe par les 26 étudiants frangais est constitué d’une partie de I’examen grec du premier semestre a
laquelle sont ajoutés des items de géométrie qui sont proposés a I’examen grec du second semestre. Les
étudiants frangais ont eu 3 heures pour effectuer le test. Ce dernier s’est déroulé en fin de formation, a deux
semaines des épreuves du concours. Il s’agit d’un ultime entrainement au concours et nous faisons également
I’hypothése d’un bon investissement des étudiants frangais dans ce test.

Le test a donc éteé élaboré pour les étudiants grecs puis traduit pour les étudiants francais. Cela crée donc une
dissymétrie puisque si I’on peut penser que les exercices sont en adéquation avec les ETG idoines grecs, il
n’en n’est pas forcément de méme du coté francais.

2.3 Des ETG idoines différents

Pour la géométrie, les contextes de formation sont trés similaires, a I’exception de deux points importants :
en Gréce, une attention particuliére est portée aux cas d’égalité des triangles et aux triangles semblables, dés

! Cette tradition est en fait une reconstruction tardive, voir & ce propos (Toumasis, 1990).

2 Cette réforme a été menée a son terme mais les changements récents de politique éducative laissent tendent & revenir, en partie, au
systeme de formation antérieur.
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la fin du gymnasio, grade 9, et tout au long de la scolarité, y compris en formation des enseignants. En
revanche, les étudiants francais de 1I’étude ont eu peu de cours sur les triangles isométriques en classe de
seconde®, grade 10, et aucun & I'TUFM ; les triangles semblables ne sont essentiellement traités qu’a travers
le théoréme de Thalés. Ces notions semblent donc contenues dans I’ETG idoine grec mais pas dans I’ETG
idoine frangais.

En France, si les transformations sont récemment délaissées au secondaire?, les symétries axiale et centrale
restent des objets importants de I’enseignement des mathématiques, avec une reprise a I’IUFM, alors qu’en
Gréce, ces deux types de transformations sont a peine mentionnées dans le secondaire. Ces notions semblent
donc contenues dans I’ETG idoine frangais mais pas dans ’ETG idoine grec.

Ainsi, dans les cours dispensés en formation des futurs enseignants sur 1’égalité des triangles et les
transformations géométriques, les deux systemes montrent-ils des traditions différentes, ce qui oriente
nécessairement les énoncés et les stratégies de résolution. On peut raisonnablement penser gue, le cas
échéant, un étudiant grec préférera utiliser le théoréme sur 1’égalité des triangles alors qu’un étudiant frangais
s’orientera plutdt vers 1’utilisation d’une transformation. Nous verrons que ce n’est pas tout a fait le cas pour
les étudiants francais car les configurations de base comme le parallélogramme constituent aussi des outils
importants de la géomeétrie ; il n’y a pas d’équivalent francgais au théoréme sur 1’égalité des triangles utilisé
en Gréce.

Ces différences reflétent des ETG idoines différents. Les exercices de 1’étude sont donc a priori proches des
ETG idoines grecs et notamment de I’ETG idoine sur 1’égalité des triangles pour les exercices 3 et 4. Nous
précisons cela a la section suivante ainsi que la distance de ces énoncés a ’ETG idoine frangais.

Une précision est egalement & apporter a propos du théoréme sur 1’égalité des triangles. Lors d’observations
en février 2009 dans des classes du secondaire grec (gymnasio et lykeio) ainsi qu’en premicre année de
formation universitaire des futurs enseignants du premier degré — ceux de I’étude —, il est trés vite apparu une
habitude sur I’utilisation des cas d’égalité des triangles : qu’il soit demandé par 1’enseignant ou par choix de
I’éléve, on note une séquentialisation automatique des trois pas du théoréme en numérotant trois lignes pour
indiquer les trois vérifications a faire sur les angles et longueurs, toujours dans le méme ordre pour chacun
des trois cas d’égalité avec les codages II-II-I1, II-I'-IT et I'-IT-I" (IT pour c6té et T pour angle). Nous
estimons que cela fait partie de I’ETG idoine sur les triangles égaux.

3. LE TEST, ANALYSE A PRIORI

Nous proposons dans cette section une analyse a priori de quatre exercices soumis aux deux populations en
lien avec les ETG idoines des deux pays : méme ETG idoine pour les exercices 2 et 5, ETG idoines trés
différents pour I’exercice 3 et faussement proches pour I’exercice 4. Nous donnons pour chaque exercice les
indicateurs retenus pour I’étude statistique avec, pour chaque question, les deux indicateurs généraux
suivants :

NR : pas de réponse — I’exercice n’est pas abordé ou a peine (i.e. pas de travail)

OK : bonne réponse — la solution est trouvée, sans erreur de raisonnement mais avec possibilité
d’implicites

Autres : pour des procédures de résolution marginales

% Les triangles isométriques ne sont plus au programme du secondaire en France depuis 2009.

4 Avant 2008, au collége, on voyait une transformation nouvelle par année (symétrie axiale, symétrie centrale, translation et rotation).
Désormais, on ne voit plus les translations ni les rotations au collége.
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3.1. L’exercice 2, un énoncé commun aux ETG idoines

Soit le rectangle ABCD de 5m par 18 m de la figure ci-contre.
Trouver la position du point E sur [BC], tel que 1’aire de ADCE soit le
double de I’aire de ABE. Sm
X
B E ¢

Il s’agit d’un type d’exercice classique dans les manuels scolaires, en France comme en Gréce. On en trouve
de nombreuses variantes au collége, plutot dans les chapitres d’algebre. 1l s’agit d’un énoncé proposé dans
les ETG idoines francais et grecs, on ne s’attend donc pas a des différences importantes entre les deux
populations.

Il faut également mentionner que la proximité de cet énoncé aux ETG idoines frangais et grec est renforcée
par la présence du « x » sur la figure. La visualisation du X doit orienter les procédures vers I’algébre et plus
spécifiquement vers une mise en équation, identique dans les deux pays.

La procédure majoritaire attendue : (ABE)=5x/2 ; (ADCE)=18x5-5x/2 d’ou I’équation 90-5x/2=5X que I’on
résout pour trouver x=12 (en meétre). Il s’agit d’une procédure avec un changement de cadre
(géométrique/grandeur => algébrique). Il n’y a de fait pas de travail géométrique a proprement parler si ce
n’est I’application de la formule de I’aire d’un rectangle et d’un triangle rectangle. Il est & mentionner
toutefois qu’une décomposition méréologique® de la figure est nécessaire afin d’obtenir une équation. Mais
cette décomposition est déja indiquée et on peut supposer que cela ne posera pas de probléme pour la plupart
des étudiants, francais comme grecs. En outre, ce type de décomposition méréologique est commune aux
ETG idoines des deux pays.

Une variante de cette procédure consiste a utiliser la formule de I’aire d’un trapéze pour exprimer 1’aire de
ADCE : (ADCE) = 5x(18+18-x)/2. Il n’y a plus de décomposition méréologique.

Toutefois, d’autres procédures sont envisageables ou ’essentiel du travail reste dans le cadre géométrique
des grandeurs, sans algebre. En complétant le rectangle ABEF, on peut découper le rectangle initial ABCD
en trois aires égales par une décomposition méréologique. Le tiers de ’aire de ABCD est 1/3x90 m?=30 m?
et donc ABEF est un rectangle d’aire 60 m? avec un c6té de 5 m, donc ’autre c6té mesure 60 m?/5 m=12 m.
Cette procédure est a rapprocher de celle envisagée dans (Kuzniak, Parzysz & Vivier, 2013) pour un
probléme d’aire dans un carré.

Des adaptations de cette procédure sont possibles, notamment avec une mise en équation, surtout avec la
présence du X qui pousse a travailler avec 1’algébre. Ainsi, aprés un découpage de ABCD en trois aires
égales, peut-on s’attendre a une écriture d’une équation du type « 5x = 60 », plus facile & résoudre.

Les deux procédures ci-dessus sont nos guides pour cet exercice. Elles sont relatives a des ETG différents.
Dans le premier ETG, le traitement géométrique est réduit au calcul de l’aire d’un trapéze, soit par
soustraction (décomposition méréologique) soit par application de la formule d’un trapéze, et a 1’utilisation
de formules simples. Dans la deuxiéme, le traitement géométrique est plus complexe car il y a une surfigure®
a considérer, le rectangle ABEF, et la décomposition méréologique accompagne une reformulation des
données du probléme. Les calculs algébriques s’en trouvent largement simplifiés.

5 La décomposition méréologique (Duval, 2005) implique un découpage de la figure de départ en sous-figures de méme dimension.
Elle suppose un raisonnement basé principalement sur la perception a travers des découpages et superposition de la figure : le pole
“espace réel et local” de 'ETG est le pdle dominant.

® Une surfigure est un objet géométrique qui n’est ni mentionné dans le texte ni tracé sur la figure et dont la considération, souvent
par un tracé sur la figure, intervient au cours de la résolution du probléme.
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Indicateurs spécifiques :
AJ3 : partage en trois aires égales

Equ : mise en équation

3.2. L’exercice 3 : Comparaison guidée, dans I’ETG idoine grec, de deux triangles

Sur la médiane (AM) d’un triangle ABC, on considére le point S tel que MS = MA.
a. Comparer les triangles ABM et SCM.
b. Comparer les segments [AB] et [SC].

A

Figure 2 (non donnée aux étudiants)

Il s’agit d’un exercice tres classique en Grece, mais beaucoup moins en France ou I’on ne pose pas la
question de la comparaison des triangles: on parle plus volontiers de leur caractére isométrique ou
superposable, ou bien on demande de comparer leurs aires. Ainsi, les étudiants grecs vont-ils certainement
avoir une réponse consensuelle en référence a ’ETG idoine sur les triangles égaux alors que les étudiants
frangais devront tout d’abord réinterpréter la question dans un ETG idoine francais afin de trouver une
procédure de résolution.

Questions a et b (analyse globale). On peut identifier trois procédures principales.

Procédure 1 : utilisation du cas d’égalité des triangles I1-I'-I1, 1’angle égal étant donné par 1’égalité des
angles opposés par le sommet.

Procédure 2 : M est le milieu commun des diagonales du quadrilattre ABSC qui est donc un
parallélogramme. Les propriétés du parallélogramme permettent de conclure’.

Procédure 3 : M est le milieu de [BC] et de [AS], et les propriétés de la symétrie centrale de centre M
permettent de conclure.

Pour cet exercice, on peut s’attendre a différentes approches pour la population francaise. En revanche, on
peut penser gque la procédure 1 sera largement majoritaire pour la population grecque, notamment a cause de
la question « comparer les triangles ». Des remarques relatives a la configuration du parallélogramme sont
possibles car il s’agit d’un objet d’étude au secondaire en Greéce.

On reléve ainsi trois ETG qui se distinguent pour I’essentiel par le référentiel théorique : un ETG autour des
triangles égaux, un ETG autour de la symétrie centrale et un ETG autour du parallélogramme. Il est toujours
possible, bien que largement hors contrat en France comme en Gréce, que des étudiants se limitent a une
visualisation ou un mesurage de la figure en référence au paradigme Gl.

Indicateurs spécifiques (a et b, globalement) :

11 est peu probable que les étudiants grecs utilisent ces propriétés car ils disposent d’un ETG sur les triangles égaux. Les étudiants
frangais les utilisant ne pourront pas conclure pour le a). On peut alors penser qu’il ne répondrons pas au a) ou bien qu’ils y
répondront partiellement (par exemple en comparant les aires des triangles).
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Egal : utilisation d’un cas d’égalité du triangle
Par : mention d’un parallé¢logramme

Sym : mention d’une symétrie centrale

3.3. L’exercice 4 : comparaison non guidée, dans [’ETG idoine grec, de deux triangles

Soit ABC un triangle isocéle (AB = AC).
On place sur la droite (BC) deux points D et E tels que BD = CE et qui n’appartiennent pas a [BC].
Montrer que le triangle ADE est isocéle.

Figure 3 (non donnée aux étudiants)

Il s’agit d’un exercice classique en Gréce sur la comparaison des triangles. L’énoncé est trés proche
d’exercices typiques de I'utilisation des cas d’égalité des triangles. De ce point de vue, peu de différences
sont attendues avec 1’exercice 3 pour les étudiants grecs. La difficulté essentielle est que 1’énoncé ne dit pas
qu’il faut comparer deux triangles.

La transformation en jeu dans cet exercice est la symétrie axiale, plus familiere des étudiants — francais ou
grecs. On peut penser que la proportion d'étudiants invoquant une symétrie sera plus importante qu’a
I’exercice précédent, surtout pour les étudiants frangais vu I’importance des transformations géométriques.

Cet énoncé est clairement dans ’ETG idoine grec, mais aussi dans I’ETG idoine frangais. Ce type d’exercice
est tout a fait en adéquation avec les ETG autour de la symétrie axiale et des triangles isocéles. Est-ce pour
autant un énoncé neutre ? Nous verrons que non, car selon que 1’on mobilise I’ETG sur les triangles égaux,
en Grece, ou autour de la symétrie axiale, en France, le travail & effectuer est tres différent et n’a pas le méme
niveau de difficulté.

Procédure 1 : utilisation du cas d’égalité des triangles II-I'-I1. L’utilisation du théoréme n’est plus simple et
isolée et requiert des adaptations (Robert, 2005). L’angle égal provient de la propriété des angles d’un
triangle isocéle via des angles supplémentaires.

Procédure 2 : utilisation des propriétés des triangles isoceles et des médiatrices : si M désigne le milieu de
[BC], on montre que (AM) est la médiatrice issue de A dans ABC puisqu’il est isocéle ; (AM) est également
la médiatrice de [DE] donc D et E sont équidistants de A et ADE est isocéle de sommet A. Une variante :
considérer une surfigure avec le losange ABFC.

Procédure 3 : utilisation d’une symétrie axiale dont ’axe (AM) n’est ni donné ni tracé : D est I’image de E
par la symétrie d’axe (AM) donc, comme A est sa propre image, [AD] est ’image de [AE] par la symétrie
d’axe (AM) et comme une symétrie conserve les distances on peut conclure que AD = AE et que ADE est
isocele.
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\

On retrouve des ETG similaires a ceux mentionnés a 1’exercice 3 avec, en plus, un ETG autour de la
médiatrice et/ou de la configuration du triangle isocéle®.

Ce type d’exercice apparait en France dans le secondaire en lien avec les triangles isocéles, la médiatrice et
la symétrie axiale. Il s’agit donc d’un énoncé en adéquation avec les ETG idoines des deux pays. Pour
autant, cet énoncé n’est pas neutre selon qu’il est résolu par un étudiant frangais ou grec. Un étudiant grec
doit d’abord repérer des triangles égaux, des surfigures car ils ne sont ni mentionnés ni tracés, afin de
pouvoir utiliser le théoréme sur les triangles égaux. L’étudiant frangais qui utilisera une symétrie axiale doit
repérer un axe de symétrie, également non tracé. 1l y a donc deux surfigures a considérer ; elles sont faciles a
repérer et les objets en jeu sont trés présents dans les ETG idoines de chacun des deux pays. Néanmoins,
I’étudiant grec dispose du théoréme sur 1’égalité des triangles et de la séquentialisation classique des trois
pas, ce qui ne pose pas de probléme majeur. Le résultat est alors une conséquence immédiate du théoreme.
L’étudiant francais, aprés avoir considéré 1’axe de symétrie, doit encore considérer la transformation en jeu et
le travail a effectuer est loin d’étre immédiat. Nul doute que des étudiants frangais peuvent considérer 1’axe
de symétrie mais, faute de savoir qu’en faire, ne le mentionneront pas. Comme on le voit, cet énoncé est loin
d’étre neutre : relativement facile du point de vue de ’ETG idoine sur les triangles égaux, il devient trés
difficile du point de vue de I’ETG autour de la symétrie axiale.

Indicateurs spécifiques :
Egal : utilisation d’un cas d’égalité du triangle
Sym : mention d’une symétrie axiale
Med : mention de la médiatrice

3.4. L’exercice 5 : I’additivité de [’aire, un point commun aux deux ETG idoines

Soit ABC un triangle rectangle en A.

a. Dans la figure ci-contre les cercles de diametres [AB], [AC] et [BC]
forment deux lunules en grisées (une lunule est une surface comprise
entre deux arcs de cercles).

Montrer que la somme des aires des deux lunules est égale a I’aire du
triangle rectangle ABC. B T

Dans cette question, ’important est le découpage méréologique des aires en lien avec la propriété
d’additivité. Méme si tout est tracé, ce découpage n’est pas donné contrairement a 1’exercice 2. Il faut
calculer BC, I’aire du triangle, les aires des trois demi-cercles puis calculer les aires grisées par sommes et
soustractions (trois opérations en tout).

Indicateur spécifique :
Add : utilisation de I’additivité de 1’aire

4. ETUDE DE LA POPULATION GRECQUE

Les résultats globaux obtenus sur la population grecque (cent étudiants) sont a I’annexe 1 et les graphiques
auxquels nous nous référons sont a I’annexe 2.

® 11 s’agit d’un ETG comprenant les propriétés, les constructions et les représentations concernant les triangles isocéles.
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4.1. Etude statistique globale avec CHIC

Dans cette premiére section d’analyse, nous utilisons le logiciel CHIC (Gras et al., 2009). Les trois
diagrammes, similarités, implicatifs et cohésitifs, montrent tous la méme structure générale.

En premier lieu, quel que soit le graphique considéré, les variables NR sont isolées. Les exercices que nous
analysons sont tous des exercices de géométrie et il s’agirait d’une relation des étudiants a la géométrie. Est-
ce le signe de lacunes dans les ETG ? On peut le penser car les exercices sont d’un niveau secondaire et les
étudiants devraient tous avoir des notions de base pour aborder ces exercices. Il y a quand méme 6 étudiants
qui ne répondent & aucun exercice (d’autres ne répondent qu’a un des 4 exercices, mais la répartition semble
aléatoire).

Globalement, et pour chaque exercice, la variable OK est similaire a la variable de la procédure attendue
(3ab-OK et 3ab-egal ; 2-OK et 2-eq ; 5-OK et 5-add) avec un bémol pour 4-OK et 4-egal car I’indice de
similarité est faible. On peut expliquer cela par le fait que 1’utilisation du théoréme sur 1’égalité des triangles
(86% et 88%) ne suffit pas pour réussir cet exercice et qu’il faut étre plus précis sur la justification des
arguments pour conclure par ce théoreme.

On retrouve ce lien entre les variables OK et les variables des procédures attendues dans 1’arbre cohésitif
avec toujours de bons coefficients : réussir les exercices 2, 3 et 5 implique I’utilisation de la procédure
attendue : 2-OK=2-Eq, 3ab-OK=3-Egal et 5-OK=5-Add. L’exercice 4 est un peu différent car il est en
quelque sorte subordonné a I’exercice 3 du fait que le théoréme sur 1’égalité des triangles n’est pas
explicitement demandé. Cela se traduit par deux méta-regles relatives a 1’égalité des triangles « (4-OK et
3ab-OK) = 3ab-Egal » ainsi que « (4-OK et 3ab-OK) = (3ab-Egal ou 4-Egal) ». Cela dit, si I’on modifie les
variables a considérer dans la construction de ’arbre cohésitif :

- sans les trois variables de I’exercice 3, on a bien « 4-OK=4-Egal » (indice 1) comme pour les autres
exercices,

- sans les deux variables Egal, on a alors «4-OK=3ab-OK» (indice 1) qui s’explique
vraisemblablement par la subordination de I’exercice 4 a I’exercice 3.

Les ETG personnels des étudiants grecs semblent bien en adéquation avec ’ETG idoine grec.

4.2. Exercices 2 et 5 : décomposition méréologique

A TP’exercice 2, la population grecque a répondu a 70% correctement. 85% des étudiants utilisent une
équation dont 15% une équation simple provenant du découpage en trois aires égales (2-A/3=1). Il est a noter
que les étudiants qui ont vu le découpage en 3 aires égales ont tous réussi l’exercice. Cela n’est pas
surprenant car ils ont bien analysé la figure géométrique et les traitements algébriques pour résoudre
I’équation sont élémentaires.

Ainsi, la similarité entre 2-A/3 et 2-OK est meilleure qu’entre 2-eq et 2-OK, ce qui peut s’expliquer par :

- larésolution d’équation pose probléme a 12% des étudiants
- la mise en équation pose probléme a 4% des étudiants (avec, possiblement, un probléme dans le
traitement géomeétrique de la figure).

A D’exercice 5, la population grecque a répondu a 65% correctement. 26% n’ont pas répondu ce qui est un
taux bien supérieur aux autres exercices, peut-étre par manque de temps puisque c’était le dernier exercice.
Tous les étudiants qui ont traité ’exercice (74%) ont utilisé I’additivité de l’aire et parmi eux, 9%
incorrectement. Pendant le cours, des exercices similaires avec les demi-cercles avaient été résolus.

On remarque, dans le graphe implicatif (cf. annexe 2), que 5-OK implique 2-OK, ce que 1’on peut également
remarquer dans I’arbre cohésitif avec la méta-régle (5-OK => 5-Add) => (2-OK => 2-Eq). On peut penser
que réussir I’exercice 5 met nécessairement 1’accent sur la décomposition méréologique qui est utile pour
réussir I’exercice 2.

4.3. Exercices 3 et 4 : utilisation du théoreme, I’ETG idoine grec
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Les exercices 3 et 4 sont assez proches, et méme équivalents pour la variable NR sur le graphe cohésitif.
Ceci laisse supposer qu’ils sont pergus et traités a peu prés de la méme manicre par les étudiants. De fait, les
deux exercices sont traités avec le théoreme sur les triangles égaux.

A D’exercice 3ab, la population grecque a répondu a 78% correctement en utilisant 1’égalité des triangles et
en utilisant, a plus de 80%, le vocabulaire euclidien attendu. 14% n’ont pas répondu a la question b.

A I’exercice 4, la population grecque a répondu a 50% correctement en utilisant 1°égalité des triangles. 88%
des étudiants ont utilisé 1’égalité des triangles mais parmi eux, 38% d’une maniére erronée. 12% n’ont pas
répondu. Seulement un étudiant a utilisé une autre méthode avec la médiatrice. Aucun étudiant grec n’a
utilisé une symétrie ou un losange.

Dans cet exercice 4, il n’y a pas d’indication sur la démarche a suivre mais les étudiants font naturellement
une comparaison par le théoréme des triangles égaux. Le nombre d’utilisation de ce théoréme est tout a fait
comparable a celui de I’exercice 3, trés guidé, et est toujours trés élevé (plus de 80%). Mais les sources
d’erreurs sont plus nombreuses (38%). Cela confirme que 'ETG autour des triangles égaux constitue un
ETG idoine fondamental dans 1’enseignement grec, il est largement disponible pour les étudiants et est, de ce
fait, un élément des ETG personnels largement partageé, laissant peu de place pour des ETG alternatifs.

5. COMPLEMENTS AVEC LA POPULATION FRANGAISE

Nous nous focalisons sur les différences entre ETG plus que sur les réussites car, comme on peut s’y
attendre, les étudiants grecs réussissent mieux les exercices qui avaient été élaborés pour les évaluer.

Comme cela était attendu vu les ETG idoines, I’exercice 2 est traité de maniére trés proche de celle que
mettent en ceuvre les étudiants grecs : 21/26 soit 81% de réussite et autant de mise en équation (70% et 85%
pour la population grecque) mais seulement 2/26 soit 8% d’étudiants repérent le découpage en 3 aires égales.
A noter : 3 étudiants proposent un résultat pour x et proposent ensuite un calcul pour le vérifier.

Le manque de référence théorique, conjugué a une influence de 1’énoncé qui demande de comparer deux
triangles, se percoit bien dans I’exercice 3 chez les étudiants frangais qui tentent d’utiliser le théoréme sur les
triangles isométriques (14/26=56%). Qu’ils se souviennent ou non du théoréme vu en seconde, ils tentent
vraisemblablement de le reconstituer a partir de la figure et de 1’énoncé. Il n’est jamais complet : on reléve
souvent un manque de justification et d’arguments essentiels comme 1’égalité des angles.

Les étudiants frangais interprétent correctement le fait que M est le milieu de [BC] méme si cela n’est pas dit
(omission trés courante dans I’ETG idoine grec mais exclue de I’ETG idoine frangais). En revanche,
Iinterprétation du a) se fait de différentes maniéres: usage d’un synonyme d’égal comme identique,
isométrique, semblable ou les mémes pour 17 étudiants, usage du terme symétrique pour 5 étudiants
systématiquement lié a la symétrie centrale, la comparaison des aires ne concerne que deux étudiants.

Ce que I’on remarque en outre, et cela provient vraisemblablement d’une inadéquation de ’ETG idoine en
France pour effectuer ce type d’exercice, c’est la variété des procédures : 14/26=56% utilisent une symétrie
centrale et 8/26=31% utilisent un parallélogramme. Finalement, 18/26=69% des étudiants réussissent cet
exercice (78% dans la population grecque).

Pour I’exercice 4, on retrouve les mémes caractéristiques qu’a ’exercice 3 mais exprimées différemment.
Seuls 3/26=12% tentent d’utiliser un résultat sur les triangles « identiques » sans doute influencés par
I’exercice 3 car ici il n’y a pas a s’adapter a un ETG inconnu. 2/26=8% utilisent une symétrie axiale et
4/26=15% utilisent une médiatrice. Pourtant, ces deux derniéres procédures ont été largement travaillées
durant I’année universitaire et on peut penser que le probléme est double : d’une part la médiatrice (ou 1’axe
de symétrie) n’est pas tracée et d’autre part, méme si un étudiant pense a 1’utiliser, il y a encore beaucoup de
chemin & parcourir pour arriver au résultat : il est donc possible que 1’étudiant ne se lance finalement pas
dans la résolution, faute de savoir ou cela méne. On note tout de méme 14/26=54% de procédures autres
menant souvent a la valeur OK=0. On peut citer une rotation d’angle X, « des triangles isoceles egaux » et
plusieurs constats visuels. Finalement, cet exercice a été, comme pour les étudiants grecs, moins bien réussi
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avec seulement 5/26=19% de réussite (50% dans la population grecque) ce qui correspond a ce que nous
avons identifié dans notre analyse a priori : il ne s’agit pas d’un énoncé neutre relativement aux ETG idoines
francais et grec.

L’exercice 5 a été réussi par 14/26=54% des étudiants (65% dans la population grecque), avec
systématiquement une utilisation de la propriété d’additivité de ’aire (sans surprise).

6. CONCLUSION

En Gréce, avec un ETG de référence fortement lié a la tradition euclidienne, on remarque un ETG idoine
autour du théoréme d’égalité des triangles bien installé qui induit des ETG personnels en adéquation avec cet
ETG idoine. De ce fait, les étudiants grecs, face a un exercice de géométrie, se placent immédiatement dans
cet ETG. Bien entendu, cela n’est pas toujours aussi systématique et il n’y a qu’a considérer les exercices 2
et 5, ou cet ETG n’est pas du tout convoqué, pour s’en convaincre. Il y a donc des indicateurs, sans doute
implicites, qui déclenchent chez les éléves I'utilisation du théoréme sur I’égalité des triangles. Parmi ces
indicateurs, on peut penser que des demandes de comparaison d’angles ou de longueurs intervenant dans des
triangles jouent un réle important. Mais cela ne suffit pas pour expliquer le phénoméne de I’exercice 4,
puisque 1’énoncé y est tres peu détaillé. Dans 1’exercice 4, c’est ’importance de la visualisation de la figure
qui ressort : plusieurs triangles égaux se voient. Malgré un recours massif a ce théoréme, on remarque un
manque de souplesse dans son utilisation qu’il faudrait mieux comprendre®. Cela est peut-étre lié & un
mangque de procédure alternative pour résoudre un exercice de géométrie, c’est alors dans le curriculum qu’il
faudrait chercher la cause. Mais on ne peut écarter la difficulté liée aux adaptations, quelle que soit la
procédure.

En revanche, chez les étudiants francais, il n’y a pas d’ETG idoine autour des cas d’égalité des triangles. On
remarque alors qu’en 1’absence d’ETG adéquat pour résoudre une tache, les étudiants montrent, par
nécessité, une certaine flexibilit¢ de leurs ETG personnels, avec I’utilisation des ETG autour de
transformations géométriques et méme I’émergence d’un ETG autour des triangles isométriques a partir d un
processus de visualisation. Cela semble également favoriser 1’utilisation de surfigures comme on peut le
penser avec le parallélogramme a I’exercice 3 et la médiatrice a 1I’exercice 4.

Par ailleurs, il est possible que les tiches de construction participent a I’identification de surfigures
intéressantes pour 1’étude d’une configuration. On peut par exemple penser a un exercice de tracé d’un
parallélogramme avec 3 sommets donnés qui est souvent proposé au collége en France : ceci peut expliquer
que certains ont réussi a identifier cette surfigure dans 1’exercice 3, alors que les tiches de constructions
instrumentées sont trés peu proposees aux étudiants grecs.

Enfin, concernant les décompositions méréologiques, on peut remarquer une différence entre les deux
populations. Si pour I’exercice 2 ce type de décomposition ne constitue, sans surprise, pas de probléme, en
revanche on note une chute conséquente de la réussite pour les étudiants francais a 1’exercice 5. Bien
entendu, I’identification des différentes sous-figures et les calculs d’aire a faire en paralléle sont bien plus
complexes dans I’exercice 5 que dans I’exercice 2, d’ou la chute de réussite, méme visible, bien que plus
modérée, chez les étudiants grecs. La différence entre les deux populations provient vraisemblablement d’un
entrainement plus marqué pour ce type d’exercices dans I’enseignement en Gréce, et notamment dans
I’année universitaire en question.

Cette étude a permis de montrer, au regard des thémes abordés, 1’adéquation forte des ETG personnels avec
I’ETG idoine dans le cas de la Gréce. La différence des ETG idoines nécessitent, pour les étudiants frangais,
d’effectuer des adaptations ce qui semble entrainer une flexibilité et une certaine richesse dans les réponses

° Une piste pour cette compréhension, & mentionner & mon avis. Ce que Tanguay (2005) désigne comme « l'obstacle de
la prégnance de la valeur de vérité » (Annales de didactique et de sciences cognitives, vol. 10, pp. 55-93, section
3.1) : I'évidence, ici, de I'isométrie des triangles en cause s'impose d'emblée et agit comme un écran, un obstacle a
I'essor de I'élaboration de I'enchainement déductif escompté.
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qui contrastent avec les réponses stéréotypées, parce que justement issues de I’ETG idoine grec, de leurs
homologues grecs. On peut se demander si les étudiants grecs montreraient la méme flexibilité si on leur
proposait des exercices issus de ’ETG idoine frangais.
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ANNEXE 1

Populations : 100 étudiants grecs et 26 étudiants francais (certaines sommes dépassent Iégérement 100% car
certains étudiants ne se limitent pas a une réponse comme par exemple a 1’exercice 4 ou un étudiant grec

mentionne la médiatrice sans que cela n’influence sa procédure de résolution).

Exercice 2 NR OK AJ3 Equ Autres
Grecs 14% 70% 15% 85% 4%
Francais 2 (8%) 21 (81%) 2 (8%) 21 (81%) 3 (12%)
Exercice 3ab NR OK Egal Sym Parall Autres
Grecs 12% 7% 86% 0% 0% 0%
Francais 3 (12%) 18 (69%) 14 (54%) 14 (54%) 8 (31%) 2 (8%)
Exercice 4 NR OK Egal Sym médiatrice Autres

Grecs 12% 50% 88% 0% 1% 1%

Francais 4 (15%) 5 (19%) 3 (12%) 2 (8%) 4 (15%) 14 (54%)
Exercice 5 NR OK Add Autres

Grecs 26% 65% 74% 0%

Francais 8 (31%) 14 (54%) 14 (54%) 4 (15%)
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MATHIEU BLOSSIER, PHILIPPE R. RICHARD

LE TRAVAIL MATHEMATIQUE EN INTERACTION AVEC UN LOGICIEL DE
GEOMETRIE DYNAMIQUE TRIDIMENSIONNELLE

Résumé

Il arrive souvent que les didacticiels pour 1’enseignement des mathématiques se constituent en référence a des modeles
informatiques, laissant implicites les modéles d’apprentissage qui découlent de 1’usage de 1’outil et qui auraient pu contribuer a sa
conception. Dans le jeu des allers et retours entre les concepteurs et les usagers, si les nouvelles possibilités de développement
communautaire facilitent déja le raffinement de 1’outil logiciel selon les demandes enseignantes, il favorise aussi 1’appropriation
au comportement humain qui utilise déja 1’outil. Ce n’est donc pas tant dans les mathématiques représentées qu’il faut chercher
les modéles d’apprentissage, mais plutot en regardant les interactions de celui dont I’action «interroge» un milieu logiciel qui lui
«répond». En considérant les conceptions de 1’¢léve et I’espace de travail mathématique qui émergent d’interactions réelles ou
potentielles, notre propos vise a rendre compte du travail mathématique engendré par I’usage du logiciel de géométrie dynamique
tridimensionnelle GeoGebra 3D.

Mots clés

Didactique des mathématiques, modélisation instrumentée, représentation, conception, espace de travail géométrique, géométrie
dynamique tridimensionnelle.

Resumen

Los tutoriales para ensefiar matematicas se suelen referir a modelos informaticos, dejando implicitos los modelos de aprendizaje
que derivan del uso de la herramienta y que hubieran podido contribuir a su diseflo. En el juego de ida y vuelta entre los
disefiadores y los usuarios, si las nuevas posibilidades de desarrollo comunitario pueden facilitar el perfeccionamiento de la
herramienta informatica en funcion de unas exigencias docentes, favorece también la apropiacion la comportamiento humano que
utiliza ya la herramienta. No es tanto en las matematicas representadas que se tiene que buscar modelos de aprendizaje, sino que
hace falta observar las interacciones del usuario cuya accién «interroga» un medio informatico que le «responde». Teniendo en
cuenta las concepciones del alumno y el espacio de trabajo matematico que surgen de las interacciones reales o potenciales,
nuestro proposito tiene como objetivo dar cuenta del trabajo matematico que genera el uso del software de geometria dindmica
tridimensional GeoGebra 3D.

Palabras clave

Didactica de las matematicas, modelizacion instrumentada, representacion, concepcion, espacio de trabajo geométrico, geometria
dinamica tridimensional.

Abstract

It often happens that software for the teaching of mathematics is constituted in reference to data-processing models, leaving
implicit the models of training which rise from the use of the tool and which could have contributed to its design. In the back and
forth motions between the originators and the users, if the new possibilities of community development already facilitate the
refinement of the software tool according to the teaching requests, it also supports the appropriation to the human behaviour,
which already uses the tool. It is thus not necessary to seek the models of training by studying represented mathematics since it
can be achieved by looking at the interactions of him or her whose actions “question” a software medium which “answers him”.
By considering the pupil’s conceptions and the mathematical workspace which emerge from real or potential interactions, our
matter aims at giving an account of the mathematical work generated by the use of the software of three-dimensional dynamic
geometry GeoGebra 3D.

Keywords

Didactic of mathematics, instrumented modelling, representation, conception, geometrical work space, three-dimensional
dynamic geometry.

Resumo

Os tutoriais para ensinar matematica, muitas vezes referem-se a modelos de computador, deixando modelos de aprendizagem
implicitas decorrentes da utilizagdo da ferramenta e que poderiam ter contribuido para o seu design. No jogo de ida e volta entre
designers e usuarios, se as novas possibilidades de desenvolvimento comunitario pode facilitar o desenvolvimento da ferramenta
de software com base em requisitos de ensino, também favorece a apropriacdo eo comportamento humano que utilizou a
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ferramenta. E representado em ambas matematica vocé tem que olhar para os modelos de aprendizagem, mas ¢ necessario
observar as interagdes do usudrio cuja acdo «interroga» um computador significa a «responder». Levando-se em conta as
concepgdes dos estudantes e espago de trabalho matematico decorrente de interagdes reais ou potenciais, 0 nosso proposito é
destinado a explicar o trabalho matematico gerado pelo uso de software de geometria dinamica tridimensional GeoGebra 3D.

Palavras chave

Didatica das matematicas, modelizagdo instrumentada, representagdo, concepcdo, espagos de trabalho geométrico, geometria
dinamica tridimensional.

1. INTRODUCTION : PLACE DE LA GEOMETRIE DANS L’ESPACE

Si I’institution, dans la description du curriculum de I’enseignement public frangais ou québécois, insiste
sur la place importante a donner a 1’étude de la vision dans I’espace et a la manipulation des figures a trois
dimensions, on constate chez les éléves une faible culture de cette géométrie. En France, la disparition
progressive des problémes de géométrie du plan, au lycée, n’est que plus flagrante pour ce qui est de
I’espace. Les derniers programmes, initiés en 2009, font le lien avec les connaissances du collége, mais ne
les approfondissent que trés 1égérement ; la géométrie dans I’espace ne semble plus qu’étre un contexte
pour s’exercer dans les autres domaines mathématiques. Au Québec, une lecture attentive des principaux
manuels scolaires montre en outre que la géométrie dans I’espace se limite essentiellement a un calcul
d’aire ou de volume, avec parfois quelques descriptions de propriétés des solides. Toutefois, les situations
proposées n’engagent pratiquement jamais le sens proprement géométrique ni la réflexion dans 1’espace.
Le sens spatial de 1’éléve est quand méme sollicité, mais le modéle géométrique se subordonne aux autres
contenus de formation (arithmétique, algébre et analyse fonctionnelle), ce qui restreint malheureusement
les possibilités d’interprétation géométrique des phénoménes de I’espace.

Par ailleurs, dans nos sociétés trés modélisées, les enjeux sociaux, économiques et politiques n’ont jamais
accordés autant d’importance au contrdle de I’espace. De I’aménagement urbain jusqu’a la production
d’images pour le cinéma ou les jeux vidéos, le citoyen en devenir est sans cesse confronté a la nécessité
d’une analyse cohérente de son environnement. L’école et la société évolueraient-elles en sens opposé?

La question précédente a des allures provocatrices, mais elle a le mérite de poser pourquoi 1’institution
scolaire en est-elle arrivée 1a. Y aurait-il un décalage entre une approche traditionnelle de la géométrie, ou
la représentation statique des figures est au cceur de 1’étude des propriétés du curriculum, et les
caractéristiques dynamiques du raisonnement, de la visualisation, de la figuration et de 1’instrumentation
(Richard et al, 2013), aussi bien dans I’exercice de la géométrie que dans I’interprétation des phénomenes
de I’espace? Ne peut-on pas favoriser le travail mathématique de 1’éléve au sein d’un Espace de Travail
Géométrique (ETG) idoine (Kuzniak, 2006) qui intégre 1’'usage d’un outil de géométrie dynamique
tridimensionnelle, surtout lorsque cet outil se développe conjointement en référence au modele
géométrique et a I’activité de 1’éleve?

En toile de fond, la notion d’espace de travail qui soutient notre propos reprend la perspective de Coutat et
Richard (2011) dans laquelle ’ETG se considére expressément en interaction avec le sujet, ¢’est-a-dire
I’espace de travail qui se crée aussi par une démarche, soit-elle en instance de réalisation. Elle se prolonge
avec la généralisation aux compétences mathématiques cognitives des ETM que 1'on retrouve a la Figure 3
de l'introduction de ce numéro spécial.

L’outil de géométrie dynamique que nous employons est le logiciel libre GeoGebra, dans sa composante
«3Dy»'. 1l s’agit d’un logiciel pour lequel participe un grand nombre de développeurs et qui s enrichit a la
suite de son usage dans les écoles. Bien que la géométrie tridimensionnelle marque la continuité
thématique de notre texte, nous portons une attention particuliére a deux types de visualisation des figures

! Voir http://www.geogebra.org/ .
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dans I’espace : la projection perspective classique (au sens de la peinture de la Renaissance) et la
projection stéréoscopique (celle qui permet de voir le relief dans les salles de cinéma). Le succes
relativement récent du « cinéma 3D » peut-il étre transposé a 1’activité géométrique dans 1’espace ?

Formulons notre propos a partir d'une question précise : existe-t-il une classe de problémes pour laquelle
la projection stéréoscopique améliore de manicre significative le caractére idoine de I’espace de travail
géométrique, par rapport a la projection perspective ? A ce stade de notre recherche, la classe de
problémes étudiée s’articule autour de deux activités d’apprentissage. La premiére est un questionnaire
s’appuyant sur un dessin statique: la projection stéréoscopique ¢élargit-elle son domaine de
fonctionnement ? La seconde est plus complexe, et permettra dans une recherche aboutie d’évaluer les
possibilités du sujet a s’engager dans le travail mathématique.

Nous analysons a priori les observables attendus, en nous référant au modéle des ETG de Kuzniak (2006)
et au modéele de connaissances de Balacheff et Margolinas (2005) afin d’offrir un double regard sur
I’interaction sujet-milieu (Blossier et Richard, 2010). C'est-a-dire que méme si l'espace de travail, dans
son aspect de démarche potentielle, et la conception, connaissance particuliére par rapport a un sujet
donné, sont tous deux caractéristiques du systéme sujet-milieu, le premier focalise le sujet et le second, le
milieu.

Nous appuierons cette analyse par les premiers résultats expérimentaux, qui nous permettent d’envisager
une poursuite féconde de notre recherche.

2. LA GEOMETRIE DYNAMIQUE TRIDIMENSIONNELLE : UN OBSTACLE DIDACTIQUE SINGULIER

2.1 La géométrie dynamique en tant qu’outil

Dans la construction d’un ETG idoine (au sens de Kuzniak, 2006), la géométrie dynamique occupe une
place qui requiert une attention particuliére. Ses rapports avec les référentiels théoriques de Géométrie I, 11
et III ne sont pas toujours bien définis et explicites. Selon Houdement et Kuzniak (2006) :

Quand I’éléve construit son espace de travail, il a tendance a écraser le pole théorique pour se replier

sur le dipole espace-artéfact plus évident et matériel. Il lui accorde ainsi une fonction de validation
indépendamment de 1’horizon visé.

Ces auteurs précisent ainsi la notion d’ETG personnel. Selon Coutat et Richard (2011), en tant que support
expérimental, la géométrie dynamique offre une articulation entre les paradigmes géométriques GI et GII,
de méme qu’entre les ETG personnel, idoine et de référence. L’enjeu de cette articulation se concentre
dans les démarches de modélisation et (surtout) de validation. En revanche, la démarche de découverte est
moins problématique, peut-&tre dans la mesure ou il s’agit de géométrie du plan : pour la perception
visuelle statique, les écrans offrent aujourd’hui un rendu de qualité équivalente, sinon supérieure, au
papier-crayon.

La démarche de découverte, dans le cas de la géométrie dans 1’espace, est plus complexe : hormis la
maquette, les supports classiques (tableau, papier, écran) sont par nature a deux dimensions, tandis que le
monde est perceptible dans trois dimensions. Comme le souligne Chaachoua (1997), en géométrie dans
I’espace, le choix du mode de représentation des objets devient primordial, et conditionne la mise en
relation du dessin et de la figure.
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Dans la conception d’'un ETG idoine s’appuyant sur un outil de géométrie dynamique 3D, le controle
devra s’exercer —en addition des contrdles liés a la géométrie dynamique — sur les ambiguités et les
limitations engendrées par le mode de représentation choisi : en essayant de les éviter (dans le cadre actuel
de notre recherche) ou de les exploiter (Mithalal, 2010).

] objet percu

1 derriére |'écran

1

image pour  image pour les images pour |'ceil droit et I'ceil image pour image pour
I'eeil droit  I'ceil gauche gauche sont confondues I'eeil gauche; I'ceil droit
écran | I | | ® | I [ 1) |
objet percu
sur |'écran

objet percgu
devant I'écran

lunettes
a filtres colorés
(anaglyphes)

Figure 1. Principe de la projection stéréoscopique (vue de dessus). Deux images du méme objet, une pour chaque ceil,
sont projetées sur 1’écran. Grace aux filtres, chaque ceil ne pergoit que 1’image qui lui est destiné (dans la figure, le
filtre rouge masque a 1’ceil gauche toutes les images rouges, qui se confondent avec le blanc de I’écran). Le cerveau
fusionne les images percues et « place » 1’objet devant, sur, ou derriére 1’écran.

2.2 Reconstituer sur un écran le réel dans ses trois dimensions

Ces questions sont étudiées depuis longtemps par le cinéma, qui n’a cessé de chercher a rendre I’espace
dans sa réalité la plus compléte. Lipton (1982) décrit avec précision les conditions techniques et
physiologiques liées a la production de « I’effet de relief ».

De nombreux indices permettent de transmettre 1’information de profondeur : le plus ancien est sans doute
la taille relative des objets (plus un objet est éloigné, plus il est vu petit) et la perspective (telle qu’apparue
en Europe a la Renaissance) ; on peut ¢galement citer 1’occlusion partielle (un objet situé derriére un autre
n’est pas visible en totalité), la lumicre et les ombres, la texture, I’effet de parallaxe... Tous ces indices
sont dits « monoculaires » : il ne nécessitent pas I’'usage des deux yeux pour étre pergus. A cette catégorie,
on doit ajouter celle des indices « binoculaires » : 1’écart entre 1’image vue par 1’ceil gauche et celle vue
par I’ceil droit permet au cerveau de reconstituer 1’information de profondeur — c’est le fondement de la
projection stéréoscopique (celle utilisée dans les films 3D, Figure 1) ; il faut ajouter a cet indice principal
celui de la convergence (les axes de vision de chaque ceil se croisent sur 1I’objet fixé) et d’accommodation
du cristallin (pour créer une image nette de 1’objet fixé).

Beaucoup ont pu faire I’expérience « réelle » de la profondeur en étant spectateur du cinéma « en relief ».
Cette technique de stéréoscopie est souvent pergue comme surpassant tous les autres indices de
profondeur. Pourtant, de nombreuses difficultés techniques en rendent 1’usage encore expérimental
(Blondé et al., 2010). Par ailleurs, d’aprés la recension et les études de Lipton (1982), on peut estimer que
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dans la population, entre 2% et 5% n’ont pas de vision stéréoscopique, et entre 10% et 15% en ont une
perception différente, qui les rend insensibles aux systémes de projection courants.

Le rendu d’une figure dans 1’espace est donc un exercice complexe, qui demande de tirer parti des
différents indices de profondeur : ils doivent se combiner pour fournir une information la plus riche
possible, et éviter de se contredire les uns les autres (Figure 2).

Figure 2. Cube impossible (photomontage, Okami No Ti%). La structure générale, la perspective et la texture
suggerent qu’il s’agit d’un cube composé de poutres a section carrée. Cependant, 1’occlusion partielle du second
poteau est un indice contradictoire typique des figures impossibles, comme celles qui sont exploitées par Vicente
Meavilla® dans I’enseignement des mathématiques.

2.3 GeoGebra 3D

Nous nous attachons ici a décrire les principes généraux qui président au développement de la géométrie
dans I’espace pour GeoGebra et au comment ces principes entrent en résonnance avec notre recherche
depuis la didactique des mathématiques.

La production des indices pour I’information de la profondeur peut étre séparée en deux familles. D une
part, il y a les indices « synthétisés » (projection perspective, stéréoscopie, éclairage, parallaxe, etc.), et
d’autre part, les indices « symbolisés » (projection paralléle ou perspective cavaliére, codage des parties

% Licence d’ceuvre en usage partagé : http://im-possible.info/english/art/montage/okami-no-ti.html .
* Voir le site : http://im-possible.info/english/art/vicente/index.html .
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cachées, lignes de rappel, etc.). Ces indices raffinent les enjeux des genéses vidéos-figurales et discursivo-
graphiques dans I’interaction entre 1’éléve et le milieu (voir introduction, figures 3 et 4).

Nous désignons comme « synthétisés » les indices qui reproduisent le réel a la maniére de 1’appareil photo,
de la caméra, de I’xil ou des deux yeux (Figure 3a); par exemple la parallaxe est synthétisée par le
logiciel lorsque la figure est tournée, a la maniére du four a micro-ondes qui fait tourner une tasse. Nous
désignons comme « symbolisés » les indices qui sont de I’ordre du codage (Figure 3b). Dans la
terminologie utilisée par Chaachoua (1997), les premiers interviennent dans le dessin comme modéle du
monde réel, les seconds sont des conventions qui permettent d’étendre le domaine de fonctionnement du
dessin.

Figure 3 a) Indices synthétisés : perspective a points de fuite, éclairage ; b) Indices symbolisés : perspective paralléle,
segments cachés en pointillés, ligne de rappel du point I.

Du point de vue didactique, les indices synthétisés relévent essentiellement de la genése vidéo-figurale :
ils sont essentiellement perceptifs. Les indices symbolisés s’appuient sur des conventions de
représentations et, plus généralement, ils se placent en partie sur la genése discursivo-graphique.

Ces indices sont communément utilisés par les logiciels de géométrie dynamique dans 1’espace — auxquels
on peut adjoindre entre autres les logiciels de conception assistée par ordinateur. Une partie importante de
notre recherche se concentre sur ces indices afin d’en mesurer les effets sur le sujet; c’est le coeur de
I’activité d’apprentissage que nous développons ci-apres.

Dans la suite, nous nous intéressons précisément a la projection stéréoscopique en lien avec les différentes
geneses.

3. ACTIVITES D’ APPRENTISSAGE : UN QUESTIONNAIRE ET UN PROBLEME

Notre ingénierie didactique se concentre tout d’abord sur un questionnaire, avant de s’attaquer a une
activité de travail mathématique plus riche. Le questionnaire permet d’évaluer la capacité du dessin
(statique) a illustrer la situation spatiale d’un point par rapport a un cube. Le probléme propose, sur la base
d’une question ouverte, de compléter la construction d’une figure a ’aide de GeoGebra, et évalue ainsi la
projection stéréoscopique dans la genése instrumentale. Il pointe également quelques enjeux de cette
représentation lors de 1’activité d’institutionnalisation (au sens de Brousseau, 1998).
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3.1 Le point est-il au-dessus ?

Le questionnaire est constitué d’une série de figures statiques, produite soit selon la projection perspective
(Figure 4a), soit selon la projection stéréoscopique (Figure 4b), reconstituée a I’aide de lunettes
anaglyphes (Figure 5).

Situation 1/12 : Le point | est-il au-dessus du cube ABCDEFCH ? Situation 1/12 : Le point | est-il au-dessus du cube ABCDEFGH ?
Autrement dit, si on laissait "tomber" le point |, tomberait-il sur le cube ? Autrement dit, si on laissait "tomber" le point |, tomberait-il sur le cube ?
1 I
. .
H H
G (9
E E
C G
A A
B B
12 WY N < ST O oui O 0O 5 d Suivant
(U oui (U non (U on ne peut pas répondre suiva (U oui (U non (J on ne peut pas repondre

Figure 4. Questionnaire, (a) projection perspective, (b) projection stéréoscopique.

/_7)
./ . f J

Toutes les figures sont composées d’un cube ABCDEFGH et d’un point 1: 1’éléve doit répondre a la
question « Le point I est-il au-dessus du cube ABCDEFGH ? Autrement dit, si on laissait ‘tomber’ le point
I, tomberait-il sur le cube ? », en choisissant parmi « oui », « non », « on ne peut pas répondre ». Dans la
projection, ce point I n’est jamais situé en-dessous de la droite (GH).

Figure 5. Lunettes anaglyphes.

Chaque éléve est soumis a la méme série de 12 dessins, en commengant en projection perspective, et en
poursuivant en projection stéréoscopique avec 12 dessins correspondant aux mémes 12 figures. Chacune
des figures a été produite a 1’aide de GeoGebra ; nous avons donné la réponse qui correspond a la position
du point I dans représentation interne au logiciel, en 3 dimensions (Figure 6).
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Figure 6. Dessins du questionnaire (projection perspective).

On peut noter, dans les cas (d-e-f), une « contradiction » entre la position du point I dans la représentation
interne, et I’indice proposé par le segment qui semble prolonger une aréte du cube (on peut rapprocher
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cette situation de la Figure 2). Les cas (I-j-k) présentent la méme position du point I dans I’espace, sans les
segments de prolongement.

Le mode¢le de Balacheff et Margolinas (2005) permet de décrire avec précision la conception qui intervient
dans chaque mode de projection. La classe de problémes est ici: « situer un point dans 1’espace par
rapport a un solide » ; les opérateurs mis en ceuvre sont I’observation de la projection sur 1’écran (en 2D)
et le relevé des indices de profondeur (synthétisés ou symbolisés) ; le systéme de représentation reléve de
la genése vidéo-figurale (sorte de comparaison au réel qui se représente lui-méme) ou de la genése
discursivo-graphique (langage conventionnel des figures); la structure de contrdle consiste,
essentiellement dans une démarche de modélisation, en allers et retours entre la figure de référence et ses
représentations dans 1’espace réel et local.

Une premiére expérimentation a été opérée sur trois classes d’éléves de 6°™, constituant une population de
66 éléves ayant, dans leur cursus antérieur (école primaire), manipulé et décrit notamment le cube et le
parallélépipede rectangle :

e comme on pouvait s’y attendre, dans les situations triviales (point a gauche ou a droite du cube,
cas b-c-h-i), les €léves répondent correctement dans les deux projections (a plus de 90%)

e en projection anaglyphe, les éléves répondent en accord avec le modéle dans 78% des cas, ce qui
s’éloigne significativement du hasard (au seuil de 95%).

e pour les situations avec segment de prolongement, en perspective, les éléves répondent de maniére
significative (au seuil de 5%) en accord avec le prolongement les situations dans les cas (d) et (f).

e les situations avec segment de prolongement font baisser les performances en projection
anaglyphe, de maniére significative (au seuil de 5%) ; la réponse attendue reste cependant
prépondérante (71% des réponses).

e dans les situations ou le point I est « au-dessus » du cube dans la projection, sans segment de
prolongement (cas a-g-j-k-1), les éléves répondent « oui » de maniére significative en projection
perspective (47% des réponses) ; les éléves donnent la réponse attendue de maniére significative
en projection stéréoscopique (82% des réponses).

Ces résultats indiquent que la projection stéréoscopique construit un ETG plus idoine, du moins dans le
cadre de la genése vidéo-figurale.

3.2 Ou placer la lampe ?

Dans I’activité précédente, le sujet est soumis a un milieu qui le contraint a une perception passive et
statique. Cette situation repose donc essentiellement sur la genése vidéo-figurale et déborde peu sur les
autres genéses en jeu dans I’ETG. Nous abordons maintenant la deuxiéme activité d’apprentissage afin
d’explorer davantage les différentes genéses.

« Une lampe est posée sur une table de chevet de forme cubique. L’ombre portée au sol forme un
quadrilatére, dont 1’aire est égale a 9 fois 1’aire d’une face carrée de la table de chevet. Ou se trouve
I’ampoule de la lampe ? »

Une maquette du probléme est proposée a 1’éléve dans son milieu de travail (Figure 7).
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Figure 7. Maquette du probléme.

Une figure GeoGebra est fournie aux éléves, avec un cube et un point I situé au-dessus du cube, dans une
configuration proche de celle de la maquette (Figure 8). Un groupe d’éléves travaille en projection
perspective ; un autre groupe en projection stéréoscopique.

Q

Figure 8. Figure GeoGebra de départ (projection perspective).

Il s’agit de repérer si le caractére idoine constaté dans ’activité précédente est encore prégnant dans ce
travail mathématique. L activité sera proposée a des éléves de 3°™ : leur cursus du collége a approfondi
leur connaissance des solides de base (dont la pyramide), de plus ils savent appliquer le théoréme de
Thalés dans des problémes de géométrie plane.

Dans la suite, nous analysons a priori les étapes attendues dans ’activité de I’éléve.

3.2.1 Résolution du probléme : construction

Il est essentiellement question, pour 1’éléve, de construire le quadrilatére de 1’ombre portée (quadrilatére
JKLM a la Figure 9).
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Figure 9. Construction de I’ombre portée.

Il s’agit de résoudre le probléme : « construire, en trois dimensions, une demi-droite a partir de deux
points, et I’intersection d’une demi-droite avec un plan » ; les opérateurs mis en ceuvre sont 1’observation
de la projection et le relevé des indices de profondeur, les outils de construction manipulés a la souris (par
exemple, cliquer sur deux points pour construire une demi-droite), I’outil de déplacement d’un point
(souris), le déplacement, la rotation et le zoom de la figure; le systéme de représentation est la
comparaison a la maquette ; la structure de contrdle consiste en 1’adéquation a la maquette et la résistance
de la figure au déplacement.

Notre hypothése de travail est que la projection stéréoscopique produit un dessin dont le domaine de
fonctionnement est plus proche de celui de la maquette, et permet au sujet d’exercer un meilleur controle
sur sa construction.

L’expérimentation vise & mesure le caractére idoine de I’ETG créé avec la projection stéréoscopique, en
observant chez 1’¢éléve réalisant la figure :

e Le temps de construction ;
e Lanécessité de tourner la figure (et sa fréquence) ;

e Le ressenti exprimé par 1’éléve (réponse a un questionnaire : « la construction t’a-t-elle semblé
facile a réaliser ? »).

3.2.2 Résolution du probléme : conjectures

Le sujet passe ici d’une activité de construction a une activité davantage centrée sur I’expérimentation :
I’opérateur principal est le déplacement (point I et figure) a la souris, mais aussi au clavier (fléches pour
les 6 directions). La sollicitation par 1’éléve d’oracles (par exemple pour les aires des carrés ABCD et
JKLM, Figure 10) vient compléter la structure de contréle déja décrite.
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| Aire de ABCD = 4
Aire de JKLM = 18.79

Figure 10. Oracles sur les aires.

130

Maintenant, la rotation de la figure n’est plus nécessaire dans le cas de la projection stéréoscopique : seul
le déplacement du point I est en jeu. En projection perspective, le sujet devra s’appuyer sur I’indice donné
par la ligne de rappel (segment perpendiculaire au plan de base joignant le point I). Cet indice reléve de

GII car il fait appel aux connaissances mathématiques et aux conventions de figure.

Il s’agira d’observer, chez le sujet, la capacité de contrdle de la figure dans une démarche de découverte
productive. La réussite, le temps d’exécution et la production de conjectures plus ou moins avancées sont

les observables que nous reléverons.

Les conjectures attendues sont les propriétés suivantes (qui ne constituent pas une liste exhaustive) :
e Le déplacement horizontal du point I n’influe pas sur l'aire du carré JKLM ;

e Monter le point I diminue cette aire ; descendre le point I augmente cette aire ;

e Le point I doit se situer a une distance égale a la moitié de la longueur d’une aréte du cube, au-

dessus de la face EFGH.

Figure 11. Figure complétée pour une démonstration (projection paralléle).
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3.2.4 Résolution du probléme : démonstration

Nous ne faisons ici qu’évoquer quelques réflexions, qui ne peuvent entrer immédiatement dans le cadre de
notre activité d’apprentissage. Le probléme de la preuve doit étre abordé: sur quel systéme de
représentation 1’enseignant peut-il s’appuyer lors de I’institutionnalisation ? Il s’agira, dans une étude
ultérieure, d’aborder les points suivants — pour lesquels nous ne produisons maintenant aucune analyse :

e en projection au tableau, pour I’ensemble de la classe, quelle projection fonctionne le mieux ? La
perspective paralléle (Figure 11) est-elle préférable puisqu’elle évite le probléme du point de vue
et des déformations ?

e les sous-figures invoquées sont le plus souvent des figures du plan (Figure 12): comment le
logiciel peut-il afficher conjointement la figure générale en projection et des coupes (sous-figures)
dans le plan ?

Figure 12. Sous-figures dynamiques en interaction.

4. CONCLUSION : UN LONG CHEMIN A PARCOURIR

Nous pouvons seulement entrevoir, a travers ces deux activités d’apprentissage, 1’étendue des potentialités
que révele aujourd’hui la géométrie dynamique pour I’espace, en méme temps que la profondeur des
questions a investir pour optimiser la construction d’un ETG idoine. L enrichissement et la validation des
indices de profondeur dans le rendu de la figure spatiale sont des questions de premiére importance.

Nous avons vu que dans la genése vidéo-figurale, la stéréoscopie produit un dessin au domaine de
fonctionnement plus étendu que la projection perspective, puisqu’elle permet aux éléves de produire une
réponse davantage en adéquation avec la figure sous-jacente. Cependant, le caractére idoine de ’ETG
construit avec la projection stéréoscopique résiste-t-elle dans le cadre d’une tache plus complexe ?

Par ailleurs, la réponse a cette question est également fortement liée aux contraintes techniques du
matériel (écrans, lunettes, périphériques d’entrée, sensibilité a la position du sujet par rapport au support
d’affichage, etc.) et physiologiques des éléves (sensibilité a la stéréoscopie). La mise en place progressive
des deux activités d’apprentissage nous permet en partie d’isoler ces différents facteurs et de valider notre
étude sur le plan didactique.

Au retour d’observation, nous pourrons :
e engager une ¢tude systématique des différences entre les projections perspective et
stéréoscopique ;
e v adjoindre les projections cavaliére et paralléle ;

e dessiner les contours d’une ergonomie minimale de 1’outil GeoGebra 3D pour 1’éléve et pour
I’enseignant.
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Registros y estratos en ETM al servicio del pensamiento funcional

Vicente Carrion Miranda y Francois Pluvinage

Cinvedav-IPN, México

Resumen En este articulo nos interesamos en el tema de funciones reales de variable real, desde la
pergectiva de los Espacios de Trabajo Matematico (ETM). En la primera parte sefialamos observaciones
hechas con varios publicos que dan crédito a la hipotesis de que el saber del algebra no es suficiente para
los tratamientos que ponen en juego las funciones. Se necesita un pensamiento que calificamos como
funcionalque precisamos en una segunda parte. En la Ultima parte presentamos los resultados de un taller
exploratorio dirigido a profesores del nivel medio superior, organizado con el proposito de profundizar
nuestra hipotesis. La especificidad del estudio propuesto fue que los participantes trabajaron en grupos,
considerando todos la misma situacién matematica y usando cada grupo una herramienta diferente. Los
grupos, caracterizados por las herramientas que utilizaron, fueron los siguientes: “A pie” (papel-lapiz),
Hoja de Calculo, Calculador&goftwarede Célculo formal ySoftwarede Geometria Dinamica. Los
participantes se dieron cuenta de como el uso de herramientas tecnolégicas ejerce influencia en el proceso
de resolucion y en el manejo de conceptos.

Palabras clave:Actividad matematica, pensamiento funcional, TIC, ETM.
Abstract. REGISTERS ANDSTRATA IN MATHEMATICAL WORKSPACESSERVING FUNCTIONAL THINKING

In this article we are interested on real functions of a real variable, from the perspective of Mathematical

Workspaces (MWS). In a first part of the study, we present observations made at various levels of
teaching, which may give credit to the hypothesis that knowing algebra is not sufficient for treatments

which bring the functions into play. It needs a so called functional thought, that we precise in a second
part. In a third part, we present an exploratory workshop organized for high school mathematics teachers,
with the purpose of deepening our hypothesis. The specificity of the proposed study was that participants
worked in groups, all of them considering the same mathematical situation, but each group using its own
tool. Groups, characterized by the tools they used, were. "Walking" (paper-pencil), Spreadsheet,

Calculator, Symbolic Calculus software, Geometry software. Participants realized how the use of

technological tools influences the resolution processes and the management of concepts.

Keywords: Mathematics activity, Functional Thought, Computation, Mathematical Workspaces
Résumé REGISTRES ET STRATES DANS DEETM AU SERVICE DE LA PENSEE FONCTIONNELLE

Dans cet article, nous nous intéressons a la question des fonctions réelles d'une variable réelle, du point de
vue des espaces de travail mathématiques (ETM). Dans une premiére partie de I'étude, nous présentons les
observations faites a différents niveaux d'enseignement, pouvant donner crédit a I'hypothése que la
connaissance de l'algébre n'est pas suffisante pour les traitements qui mettent en jeu des fonctions, mais
gu’il y a besoin d'une pensée que nous qualifions de fonctionnelle et que nous précisons dans une
deuxiéme partie. Dans une troisiéme partie, nous présentons un atelier exploratoire organisé pour des
enseignants de mathématiques du secondaire, avec I'objectif d'approfondir notre hypothése. La spécificité
de l'étude proposée était que les participants travaillaient en groupes, tous étudiant la méme situation
mathématique, mais chaque groupe a l'aide de son propre outil. Les groupes, caractérisés par les outils
qgu'ils ont utilisés, étaient les suivants. "A pied" (papier-crayon), tableur, calculatrice, logiciel de calcul
symbolique, logiciel de géométrie. Les participants ont réalisé comment I'utilisation d'outils
technologiques influe sur les processus de résolution et la gestion des concepts.
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Resumo REGISTROS E ESTRATOS ENETM A SERVICO DO PENSAMENTO FUNCIONAL

Neste artigo estamos interessados no tdpico de funcdes reais de um variavel real, a partir da perspectiva de
espacos de trabalho Matematicas (ETM). Na primeira parte do artigo, presentamos observacGes com
diversos publicos, o que pode dar crédito a hipétese de que o conhecimento de algebra néo é suficiente
para tratamentos que envolvem fun¢des mas ha necessidade de um pensamento que chamamos funcional e
gue especificamos em uma segunda parte. Em uma terceira parte, apresentamos um workshop exploratério
destinado a professores do ensino médio, organizado com o objetivo de aprofundar a nossa hipétese. A
especificidade do estudo proposto foi que os participantes trabalharam em grupos, considerando-se todos
na mesma situagdo matematica, mas cada grupo usando uma ferramenta propria. Grupos, caracterizados
pelas ferramentas que usavam, foram: "de caminhada" (papel e lapis), planilha, calculadora, software de
Calculo formal, software de Geometria. Os participantes perceberam como o uso de ferramentas
tecnolégicas influencia no processo de resolucéo e conceitos de gestao.

Palavras chaveAtividade matematica, pensamento funcional, TIC, ETM
1. Deficiencias observadas en el trabajo con funciones

Houdement & Kuzniak (2006, p. 184) introducen el concepto de Espacio de Trabajo Geométrico (ETG)
considerandolo como un entorno en el que se articulan tres componentes, un conjunto de objetos, un
conjunto de artefactos y un marco referencial. En un articulo mas reciente Kuzniak (2011, pp. 19 y 20) se
interesa en la trasposicion del mismo concepto a otros campos de la matematica. En particular, subraya la
necesidad de introducir un componente semiético. En este documento nos interesa el tema de funciones
reales de variable real. En la modelacién son frecuentes las situaciones geométricas que dan lugar a
funciones. En el ejemplo de cajas que sigue se presentan dos ejercicios de este tipo. Se aplicaron a
estudiantes de varios niveles, desde el Ultimo afio de preparatoria hasta la maestria, a profesores en
formacion inicial y en talleres de actualizacion. Un primer andlisis de resultados de ambos ejercicios se
encuentra en Moreno & Cuevas, 2004.

Ejercicio 1l

En las esquinas de una hoja cuadrada de longitud 13 centimetros se recortan cuadradospdgaado

construir una cajita. Determinar la funcidolumen V(x), su dominio y su imagen.
X

X

Figura 1 La cajita
La pregunta sobre el dominio de la funcion es elemental; sin embargo, no da lugar a un éxito general. El
problema no se sita en la férmula, todos obtievieh = x(13 — X)°. Aproximadamente uno de cada
cincoencuestados declara que el dominio es el intervalo [0, 13], en lugar de [0, 13/2]. Esto significa que
en el andlisis de la situacién no incursionan en el modo de pensamiento que llfumaioasl. Por otra
parte, la obtencion de la imagen de la funcién es un tema propio de Calculo; para obtenerlo, hace falta
determinar el maximo local de la cubica representads/(@pr
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Figura 2. Cubica de lduncion volumemle la cajita.
Ejercicio 2
Determinar el volumen maximo que puede tener una cajita sin tapa, de base cuadrada, construida con

una lamina cuadrada de 13 centimetros de lado; la base se forma con una esquina de la lamina
(Figura3).
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Figura 3 Plantilla de una caja de base cuadrada Figura 4. Cubica de la funcion volumen

Todos los encuestados, a partir del ladte la base, determinaron el volumem)\ x*(13 —x), tal como
lo hicieron en elEjercicio 1 Los profesores y la mayor parte de estudiantes, los que sabian derivar,
obtuvieron el maximo local en el punto de abscisa 26/3, como se ilustra en la clibiemdeld.

ObservaciénPara encontrar los maximos de una curva en México rige como un “rito” el ll&@ntetio

de la Segunda Derivad&Jn maximo es un punto en el que la derivada es nula y la segunda derivada es
negativa. En Francia el “rito” es la llamatiabla de Variacioned.os cambios de signo de la derivada
permiten distinguir los minimos y los maximos sin necesidad de derivar una segunda vez, a partir de una
fila que contiene informacion sobre la funcion en estudio colocada debajo de otra fila que contiene su
derivada.

X — 0 26/3 13 %
y = 26x— 3¢ + 0 -

- 0
y=13-x |® TT—— o 8T ————

Tabla 1 Variaciones de la funciond(= 13¢ —x3

Dentro del marco de un simposio sobre Espacios de Trabajo Matematico nos parece importante sefialar la
diferencia de naturaleza semiética entre modos de estudio en dos paises; sin embargo, no hemos aplicado
en Francia el mismo ejercicio ni analizado las respuestas de estudiantes franceses. En el caso de México

Tous droits réservés © 2014 Le comité éditorial ETM3



Actes ETM3 Troisieme symposium Espace de Travail Mathématique 136

las observaciones arrojan que la mayoria de los estudiantes no se dieron cuenta que el dominio de la
funcidn del Ejercicio 2 es[0, 13/4, ni que el maximo del polinomio se sitla fuera de ese intervalo.
iPensaiento funcional limitado! Algunos de los que se percataron que el maximo local de la cubica se
encuentra fuera del dominio de la funcién concluyeron que el problema no tiene solucién. ¢ Podria el uso
de la tabla de variaciones hacer desaparecer esta conclusién errobnea?

Los ejercicios anteriores no introducen parametros con papel preponderante en la resolucion. Nos parece
gue para profundizar estas observaciones es conveniente introducir una situacion que depende de un
parametro. Con estudiantes de la Maestria en Ciencias, Especialidad de Matematica Educativa, en el
Cinvestav-IPN, hemos experimentado la siguiente situacion:

Problema

Sobre los lados sucesiva8, BC, CD y DA del rectangul®BCD se trazan los puntds Q, Ry S, tales
queAP =BQ =CR =DS (Figura 5).

- ¢Cual es la naturaleza del cuadrilafe€R S?

- ¢Qué valor d& produce el cuadrilate?®®@QRSde area minima?

D R x c
X Q
s 4
1
X
A 1 P B

Figura 5 Un cuadrilatero en un rectangulo

El problema se plante6 en el contexto de un disefio de escenario didactico apoyarsbseasrde

geometria dinamica. Por eso no registramos datos sobre su resolucion matematica; sin embargo, podemos
decir que son pocos los alumnos de maestria que sefialaron que la solucién depende d8QaABzoN

Vemos que si el maximo no se encuentra en uno de los extremos del dominio entonces la solucion
corresponde a un cero de la derivada, siendo elstasocumple la relacién 1/43BC/AB < 3. El ejemplo
essengjante al de la caja anterior. La situacion matematica general es la siguiente: Una funcién continua
sobre un intervalo cerrado tiene, necesariamente, un maximo en un punto del intervalo. Puede ser que el
maximo se presente en uno de los extremos del intervalo si la funcién es derivable y si todos los valores
de la derivada son diferentes de cero en ese intervalo. Un resultado semejante es valido para minimos.

Si denotamos coa la longitud del ladAB del rectangulo y cob la longitud del laddBC vy si del area
del rectangulo se resta la suma de las areas de los triangulos de las esquinas obtenemos
AreaPQRY = A(X) =ab—-Xa—» —xb—» = 2¢— (@ + b)x + ab.

+
La derivada A(xX) = 4x —(a + b) es nula enx :%). Puesto que los ladasy b deempefian un mismo

rol se pueden simplificar las escrituras al supoperb < a. En tal situacion, el dominio de la funcién es
el intervalo [0,b], porquex no puede ser mayor que la longitud del menor de los lados del rectangulo.
La condicién & + b)/4 < b es equivalente a la desigualdad b < 4b; 0 seaa < 3b; o tambiénb/a > 1/3.

Si d rectangulo no cumple esta condicién entonces el minimo del area se obtend @rigura 6, con
valoresa = 10 yb = 3).
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Figura 6. Cuadrilatero de area minima en el rectangulo 10x3

A partir de los ejercicios propuestos en las encuestas, o de las evaluaciones, se concluye que los
participantes manifestaron tendencias a conductas algoritmicas. Por ejemplo, al repetir la aplicacion de los
ejercicios 1 y 2 anteriores qued6 asentado lo siguiente: “estos resultados comprobaron que los estudiantes
de esta experiencia tenian una concepcién de funcion limitada a una regla de correspondencia” (Cuevas,
Moreno & Pluvinage, 2005, p. 188). Hoy, a la luz de investigaciones sobre los ETM, podemos afirmar que
las conductas de los estudiantes se interpretan como la apropiacién de un ETM personal, siendo el espacio
de trabajo mas algebraico que funcional. Tal orientacién se puede relacionar con la separacion del estudio
de funciones de la siguiente manera:

1) Un primer tipo de estudios, bajo el titulo “Calculo”, a veces complementado con términos como
Infinitesimal, Diferencial e Integral, correspondiente a una coleccion de reglas algoritmicas; por
ejemplo, de derivacion.

2) Otra parte que toma en cuenta aspectos topoldgicos bajo el nombre de “Analisis Funcional”. Para
precisar una hipétesis de esta naturaleza, que incluya ETM, es menester considerar aspectos semioéticos
tales que spapel es importante en las situaciones estudiadas.

Tales studios se consideran en el siguiente apartado.
2. Estrato funcional y registros de expresién para representar las funciones

En la historia de su desarrollo, desde Leibniz que introdujo la palabraflatoie, el objeto funcion se

presenta a través de diversos registros de expresion: lengua usual (utilizada, por ejemplo, en la descripcion
de movimientos o de evoluciones), representaciones graficas, tablas de valores o formulas algebraicas. Es
probable que, de los objetos matematicos, el objeto funcion es el que tiene mayor numero de
representantes. Como lo supone Raymond Duval (1993, p. 51), la comprension integrativa de un
contenido conceptual se sustenta, al menos, en la coordinacién de dos registros de representacién. Sin
embargo, parece que muchos estudiantes consideran que tal objeto es la escritura de una formula, aun
cuandosabencon exactitud, loque es ostensivoen esa férmula, como ocurre con la expresién algebraica

X
dt
y = In(X). Para ellos, la escrituga= In(x) significamasuna funcion que la escrituya= J.— Ademas,
Lt
esta scritura como integral definida para la funcion logaritmo neperiano no es practica para calcular sus

valores numéricos sino se cuenta con recursos tecnoldgicos. En tiempos pasados, la obtencion de estos
valores para realizar célculos surgia de las fantebes de logaritmas

Lo que acabamos de ver no representa una situacion general puesto que muchas féormulas tienen la
caracteristica de mostrar el objeto funcion al mismo tiempo que expresan un programa de calculo,
numérico o formal. De aqui surge la expregioceptque combingrocesoy objetq introducida por

Gray & Tall (1994). Su centro de interés es la adquisicibn de los conocimientos conceptuales y
procedimentales necesarios para la practica del célculo. No cabe duda que la npoigemttene un

lugar imprescindible en estudios de Calculo y Analisis Funcional; sin embargo, otros complementos son
necesarios en estudios educativos. Un enfoque que requiere atencion se relaciona con la resolucién de
problemas vy, correlativamente, con los espacios de trabajo matematicos idéneos. El manejo de
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representaciones semiéticas es una parte importante en el tipo de actividades que se consideran en el
presette trabajo.

En forma particular, las operaciones relacionadas con el cambio de variable o la compaosicion de
funciones,gef(x) = g(f(x)), tienen un papel importante en la resolucion de problemas relacionados con
funciones. Su manejo adecuado y correcto corresponde al dominio de una competencia que abarca, a la
vez, la adquisicidon dgdroceptde funcién y habilidades en tratamientos algebraicos y uso de registros de
expresion. Consideramos aqui la nociénrcdmpetencieen matematicas como se precisa en Adjiage &
Pluvinage (2008), con base en fundamentos empiricos (observaciones de aula y resultados surgidos de
encuestas locales asi como de las encuestas internacionales PISA) y cognitivos (en particular, las
necesidades de adquisiciones sintacticas). No tiene el caracter global de la “matematice alliteracy” como
equivalente a la competencia lingiistica general, presentada en Niss (2003, p.7); tampoco puede referirse
al conocimiento de elementos separados, o tratamientos aislados. Para que sea completa, autébnoma vy
estable, una competencia debe tener como caracteristica el dominio de una técnica de expresion

Proponemos un ejemplo sencillo de resolucién podra facilitar la comprensién de estas consideraciones.
Enunciado Obtener una funciéhque para todo valor real desatisfaga la relacion
(1) 2f(x) +f(1X) = 3¢
Solucon: El cambio de variable — 1—-x transforma la relaciori) en
(2) 2f(1-x) + f(x) = 3(1-x)%,
puestoque 1 — (1 X) =x.
De la combinacion 24 — (2) resulta3f(x) = 6 — 1 —x)2 De aqui se obtiene la respuesta siguiente:
f(x) =% + 2 — 1.

Este tipo de enunciado, donde se relacionan valores de una funcién descbraepdaliente dex y de

c — X, dondec es un numero real dado, lo hemos propuesto a diversos publicos de estudiantes
universitarios que han estudiado Calculo. En su mayoria no lo resuelven y declaran que no saben qué
tratamiento aplicar. No es facil para ellos encontrar la idea clave que proviene de la consideracion de la
transformaciérdy de la recta real definida ' r x — 1-x. La resolucién pasa asi por una coordinacién

del registro algebraico con imaginacion figural. Se debe visualizar como una transformacién de la recta
numérica la relacion entre los valoseg 1- x, presentes en el enunciado. Se trata de una simetria respecto

al punto de abscisa Y2, el punto fijo de la transformaxiénl—x. Esta transformacién es involutiva,

es decir, si se aplica a una imagen se obtiene la original; en otras palabras, si dada la transformacion
J : x— 1-x entonces se tiend : 1-x — x. La idea del cambio de variable que intercanifxa y

f(1-x) permite formar un sistema &m) y f(1-x) Unicamente a partir de la ecuacion (1).

Este juego de marcos en el sentido de Régine Douady (1986) refiere a un proceso de visualizacion,
presente en el esquema que esta en la introduccion de este vdlispands de travail mathématique.

Point devues et perspectiveSigura 3). El recurso de consideraciones geométricas no es aparente en

el enurtiado precedente (por eso es un problema poco exitoso); sin embargo, se introduce en forma
explicita en situaciones tipicas presentes en la ensefianza del Calculo. El uso correcto de escrituras
numeéricas en estudios de geometria corresponde a la adquisicion de una nueva técnica de expresion. Por
ejemplo, al aplicar eEjercicio 2de la caja al grupo (Apartado 1) nos tocé observar un éxito casi total en

el calculo algebraico y un fracaso general en la consideracion del dominio de la funcion, lo que apoya la
hip6tesis de un cambio de estratos de competencia al pasar del algebra a los tratamientos funcionales.
Respecto a los individuos capaces de utilizar en forma correcta estos tratamientos podemos declarar que
han logrado entrar al llamadgstrato de Competencia Funcior@djiage & Pluvinage, 2012). A la vez,
corresponde a rupturas en el modo de pensamiento y en los medios de expresion relacionados con los
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tratamientos algebraicos. Estas rupturas son manifiestas en la situacién que presentamaos a continuacion,
una prte del estudio empirico expuesto en el apartado 4.

En una formula comgy = X++/ X —4ax, sin mas precisiones, todos vemos una funcién real de variable
X, dona y depende del paramet@m EI programa de calculo que la describe, expresado en forma

lingliistica, es el siguiente: Se hace el calculox@e 4ax. Si se llega un resultado positivo se obtiene su

raiz cuadrada y se le suma por el contrario, si se llega a un resultado negativo se declara apié

situada fuera del dominio de la funcién. Los estudiantes acostumbrados al disefio de tablas de variaciones
pueden tener tanto valores positivos como negativos para el paranfeama obtener el signo gieen la

tabla2 sélo hace falta observar la igualdad

X—2a 2:x2—4ax+4é:1+ 48
JX(x—=44)

x* - 4ax X —4ax
La deivaday’ no puede ser igual a la unidadst 0; esto significa que la derivada no se anula.

X —® 0 4a 0

i X-28 _ I nodefinida || +

a>0 Y JX(x—44a)
y = x++ X —4ax T———, 0 nodefinida & _—"

X —® 4a 0 0

o X728 - I nodefinida || ¥

a<0 Y JX(x—44a)
y=x+«/x2—4ax -a T3 4a no cefinida 0 — "

Tabla 2 Variaciones dey = X++/ X —4 ax.

El ca® a = 0 conduce a la igualdad= x + [x| que puede parecer evidente; sin embargo, sorprende que
muchos estudiantes y profesores tienen dificultades para obtenerla porque desconocen la férmula

VX2 =|x|. Ademas, observamos algo que ocurre con un cambio de registro y extrafia a casi todos los

publicos. Podemos darnos cuenta que al pasar del registro grafico al geométric6,laicurva obtenida

es untrozo de hipérbola. El fenémeno subyacente es que el cambio de registro estd acompafado de un
cambio de marco tedrico. El calculo algebraico formal que conduce a cambiar tanto de registro como de
marco, en el sentido de Régine Douady (1986), consiste en aislar la raiz cuadrada y, después, elevar al
cuadrado ambos miembros de la igualdad, como sigue:

(1) y = x++/ ¥ —4ax
(2) y-x=+x -4ax
(3)(y-x)° = ¥ -4ax
(4) y* - 2xy+ 4ax= 0.
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La dificultad que introduce este célculo formal es que al elevar al cuadrado ambos miembros de la
igualdad no obtenemos otra que sea equivalente. La igualdad (2) implica la (3); sin embargo, la reciproca
es falsa. Es por eso que la hipérbola de ecugtiérxy — 4x = 0, Figura 7, contiene una parte, en trazo
discontinuo, que no pertenece a la grafica de la funcion estudiada.

Figura 8 Imagen de hipérbolas
en Wikipedia inglés, articulo
Hyperbola

Figura 7. Grafica de la funcién si= -1 (trazo continuo)
e hipérbola completa.

Podemos analizar l&igura 7 apoyandonos en dos marcos referenciales, el plano cartesiano para
representar graficas de funciones y el plano de la geometria euclidiana. El segundo marco se relaciona con
la representacion de fenémenos de nuestro medio ambiémiea(8). En la historia de la matematica la
geometria euclidiana se estudio varios siglos antes del surgimiento del plano cartesiano.

Al finalizar este apartado, con relacion a los espacios de trabajo matematico, planteamos las preguntas
siguientes:

- ¢En el estudio de funciones reales de una variable real la diferencia entre Célculo Infinitesimal y
Andlisis Funcional corresponde a un cambio de ETM?

- ¢Cual puede ser el papel de los artefactos en el trabajo sobre funciones reales de una variable real, en
particular, las herramientas proporcionadas por las tecnologias informaticas?

Respecto a la primera pregunta nuestra hipotesis es que en un proceso de ensefianza es conveniente y
necesario presentar el paso del Calculo Diferencial e Integral al Analisis Funcional como la génesis de un
nuevo ETM. El segundo, el Analisis Funcional, se apoya en elementos de topologia, poco presentes en el
primero. Y en nuestra opinién, la presencia de consideraciones topolégicas en el Calculo resulta incbmoda

a los estudiantes, segun lo muestran, por ejemplo, las conocidas dificultades generadas por topicos como
limites de sucesiones.

Respecto a la segunda pregunta, necesitamos mas observaciones de campo. Precisamente, el presente
articulo pretende contribuir a exhibir reflexiones de los estudiantes; son reflexiones que acompafan al
recurso de determinado artefacto.

3. Escenarios didacticos para profesores

Con el fin de profundizar las preguntas planteadas y, en particular, proponer elementos posibles de
respuesta nos interes6 elaborar escenarios didacticos para la formacion continua de docentes. Los
escenarios que aplicamos en esta formacion continua de profesores se apoyan en la seleccién de una
coleccion de problemas que conducen al estudio de la magnitud de un fenémeno, la variacién de la
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magnitud del fenédmeno y la rapidez con que cambia la variacién de la magnitud del fendmeno. Se eligen

problemas que pueden traducirse en funciones incluidas en los programas escolares. Las principales fases

de estudio de los problemas presentes en nuestros escenarios didacticos son las siguientes:

- Presentacién geométrica de la situacion donde se trabaja el problema en forma concreta. También se
simula mediante una sucesién de diagramas que ilustran los cambios de los elementos geométricos que
representan las variables independiente y dependiente. Ademas, en el plano se usa una representacion
gréfica de la covariacion de los datos surgidos de las mediciones de aspectos de la realidad, o de su
simulacion.

- Introduccién de tablas que representan al fenémeno, a la rapidez con que varia el fenobmeno y a la
rapidez con que cambia la variacion del fendmeno. Se emplea una Hoja Electronica de Calculo para el
procesamiento de la informacion.

- Resolucion del problema en forma algebraica. Se analiza el comportamiento de la funcién en puntos o
intervalos que reflejan caracteristicas, o relaciones entre los elementos de la funcién y los del problema,
en el dominio de definicién de la funcion. Asi puede considerarse el paso entre el estrato algebraico y el
estrato funcional.

- Profundizacién y generalizacion de la situacion; por ejemplo, al remplazar datos numéricos por
parametros que extienden el estudio de una funcién a familias de funciones.

La aplicacion de este tipo de escenarios didacticos en la formacion continua de docentes nos proporciono
una experiencia amplia; sin embargo, en este texto, nos limitamos a presentar un taller que planificamos,
especificamente, a la luz de las consideraciones sobre los ETM presentados en los apartados anteriores.
Por esta razon, la organizacién del taller no sigue el orden de las fases presentadas, a pesar de tener todos
los elementos sefalados; por ejemplo, un estudio geométrico sélo se tiene en la etapa 4. Después de la
presentacién del escenario del taller, donde los tiempos indicados son vinculantes, reportamos algunas
observaciones procedentes a su aplicacion a profesores de matematicas del nivel medio superior.

Escenario de taller de actualizacion dirigido a profesores de nivel medio superior
Enunciado presentado a los participantes:

En el campo de los nimeros reallRi, , se considera la siguiente ecuacion,
dependiente del parametn

X+ X —4ax=3a

En la Tabla que sigue, escribe crucgs €n las celdas, segun convenga, de manera que se obtengan
relaciones correctas entre filas y columnas.

a<o0 a=0 a>0

La ecuaciéon no tiene soluciones.

La ecuacion tiene exactamente una solucion.

La ecuacion tiene exactamente dos soluciones.

La ecuacion tiene una infinidad de soluciones que no cRiren

La ecuacion tiene todo elemento IR2 como solucion.

Desarrollo del taller previsto (los tiempos dados como indicativos, no imperativos) y aplicado

Primera etapa (40 minutos) Se ha previsto que los asistentes se dividen en grupos de tres participantes y
cada grupo estudia el enunciado sélo en uno de los siguientes entornos:

- Con papel y lapiz (“A pie”).

- Con calculadora graficadora (posible: Thpoyage 20p

- Consoftwarede Calculo formal (posibleRerive o Maple).
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- Con Hoja de CalculoExcel).
- Consoftwarealgebraico-geométrico (posibl€seoGebraSketchpaa Cabri).

En el taller contamos con treinta participantes, dos grupos trabajaron con papel y lapiz, dos con
calculadora, dos cdperive, dos corExcely dos corSketchpadEs importante sefialar que los profesores

de cada grupo usaron la tecnologia con base en sus experiencias en las técnicas utilizadas. Esto significa,
por ejemplo, que los profesores que formaron el giiyoelya tenian experiencia en el uso deitga de

Célcula Sin embargo, su experien@ea personal y no procediial uso del recurso en sus clases. Un
parametro de interés para precisar en un experimento posterior es considerar elBxa®ldm clases
conducidas por profesores.

Segunda etapa (30 minutos)Cada grupo escribié un breve reporte de su estudio enfatizando los métodos
usados. En conclusién, dicen si el enunciado les parece adecuado para estudiantes del nivel medio superior
o si prefieren presentar la misma situacién con otro enunciado, o si inician con un estudio introductorio
(¢.cudl?) antes de considerar la situacién en estudio.

Tercera etapa (1 hora). Sintesis general en el grupo completo.

Cuarta etapa (individual 20 minutos) En el plano euclidiano, estudios de la funcién

f(x)=x—+x?—4a—3a
Y de la curva de ecuacion
y? —2xy— 6ax + 6ay + 9’ + 4a = 0.

Quinta etapa (Individual, 45 minutos) Comentar el siguiente procedimiento de resolucién de una
ecuacion presentado por un alumno, citado en Marmolejo & Pluvinage (2012).

3.

l?'éo(\ue \a Cvacidy

Fx=x-5
(J?F)??: (x-s)*

NERFUNEN
G20

_ Xz o
] Ix = K-l 125 72
¥ -9x+9 =0 E R E
X""G - =
( \}_9( @ O (omd 64
.>> {\(‘: C\ \ . 54 ;
No= \ \‘/0'0(,\00(6 las §0|U<(,>nu> son X‘: ¢
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Luego, en el grupo completo, durante una hora, se propuso el disefio de una secuencia didactica para el
aprendizaje de la resolucién de ecuaciones que presentan radicales y/o fracciones.

4. Apuntes sobre la aplicacion del taller presentado y los tratamientos observados

El taller se aplico los dias 24 y 25 de mayo de 2012, en Tlanchinol, Hidalgo, a unos 270 kilometros de la
Ciudad de México, a un grupo de profesores del norte del Estado. No podemos pretender que, en términos
de conocimientos de conceptos y métodos, lo observado tenga caracter representativo de la poblacién
docente, sino en cuanto a las formas de organizarse y de usar las herramientas de calculo numérico, formal
o de trazo. Primero reportamos las tendencias principales que se observaron. Luego nos interesamos en las
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producciones de ciertos grupos. Una tendencia fuerte en el estudio de la ecuacion propuesta fue apoyarse
en unarepresentacion grafica, a pesar de la dificultad limitada de la resolucion algebraica que presentamos

a continuacion:
(1) x++ x> —4ax=3a
(2)VXx? —4ax=3a- x

(3) x* —4ax = 9a° - 6ax+ ¥
(4) 2ax = 9a®

Existe equivalencia entre las igualdades (1) y (2) y entre las igualdades (3) y (4); sin embargo, no la existe
entre las ecuaciones (2) y (3), s6lo hay implicacion en el sentido de (2) a (3). No obstante, para la mayoria
de los participantes esto parece setuelo gordianadel problema. Por otra parte, cuando se llega a (4) es
necesario distinguir la situaciéam= 0, valor con que la igualdad siempre es valida. Los demas casos
conducen al Unicwalor posiblex = 9a/2.

Queda por comprobar el signo de-3x, porque una solucién de (3) no es, necesariamsolig;ion de
(2). Sedebe cumplir la condici6na3-x > 0. Sustituyendo &2 en3a — x se obtiene -82. Entonces, el
valor %/2 es solucion simultanea de (3) y $8)o sia es negativo.

El ardlisis meramente algebraico que necesita el estudio constituyd un obstaculo que bloque6 a los
participantes. En l&igura 10 presentamos un intento inconcluso de resolucion algebraica de uno de los
grupos “A pie”. El célculo formal se encuentra tachado a pesar de ser correcto.

ObservaciénAl lado de la parte tachada se ve un célculo numérico y un estudio algebraico@que

se suspende al llegar a la escritwa +/ x* = 0. Mas adelante comentamos las dificultades de la raiz
cuadrala de un cuadrado y enHigura 11se ve un tratamiento erréneo de este objeto.
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Figura 10 Un intento inconcluso de resolucion algebraica.

Los Unicos grupos participantes que iniciaron su estudio con un tratamiento meramente algebraico fueron
los delsoftwarede calculo formaDerive Los demas trazaron una o varias curvas representativas de la
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funciény = X++/ X —4ax o de y = Xx++/ X —4ax-3a, asigjando uno o varios valores numéricos al
parameto a (por ejemplo, -1 y 1). Sin embargo, no existe orientaciéon que proporcione algun enunciado
gue conduzca a un rumbo con una técnica particular.

Nuestra hipoétesis sobre la eliminacion del método meramente algebraico de solo cuatro pasos, descrito

anteriormente, es el estatuto incierto del pasg dex = Vx2 — 4ax a(y — x)? = x2 — 4ax; o sea, de

(2) a (3), relacionado con el reducido espacio que se dedica al simbolo de la raiz cuadrada en los
programas curriculares. Una observacion que apoya a esta sentencia en las actividades de los participantes
del taller es la ausencia completa del simbolo del valor absoluto. Su escritura no esta presente en los
reportes de trabajo de los grupos de trabajo.

A partir de la perspectiva de los ETM proponemos la hipétesis mas general siguiente: En la ensefianza
tradicional se hace poco énfasis en técnicas que, directamente, no se apoyan en un sustento tedrico. Un
ejemplo es el nimero negativo. Realmente, es un objeto matematico generado a partir de la vision tedrica
de la recta numérica. En la ensefianza predomina la insistencia en escrituras de niimeros negativos con el
simbolo “~" como en el ejemplo “~1"; sin embargo, el valor absoluto de un niimero no ese mismo ndamero
sin signo, es el mayor entre el nimero dado y su opuesto. Por ejemplo, el valor_ absoluto dg-1)1 es —

esto es, el opuesto de —1. En espacios de trabajos personales de estudiantes, y en la perspectiva de sus

desarrollos, podrian reforzarse actividades en las que esté presente la ideﬁtrd*ax'. Ademas, es
posibke suponer que actividades de este tipo propician y contribuyen a la desaparicion de la expresion

incorrecta 4/X° = X", error clasico presente en varios reportes de actividades del taller. Nos sorprendié
su presencia en actividades de profesores, como lo iluskmylaa 11
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Figura 11. Respuesta de un profesor.

Los grupos “A pie” fueron los de produccion mas diversificada en sus multiples intentos: trazo de curvas,
tablas de valores numéricos, estudio algebraiufa 10. Llegaron a la respuesta correcta sol<si0.

Los gruposExcelse apoyaron en la introduccidon de nada mas una fila de valores en correspondencia. Por

ejemplo, en laTabla 3se exhibe el valor que toma++/ X —4ax—3acona = -1 yx = 5. Con esa
informacién obtuvieron resultados correctos. En particular, encontraron que la curva tiene una asintota
paralela al eje’x y que no es posible la interseccién entre la curva y el'xjpara ciertos valores del
parametra. Este resultado asintético no fue encontrado ni comentado por los otros equipos.
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A B C
1 a X X+V(xx X—4x axX) —3¢a
2 -1 5 14.70820393

Tabla 3 Estudio erExcelcon introduccion en C2 de “=B2+RAIZ(BB2-4xA2xB2)-3xA2".

Los guposCalculadora Graficadoracomentaron la necesidad de un buen conocimiento de las funciones

y de un buen manejo de esta herramienta. Un grupo tuvo dificultad para visualizar la representacion
gréafica cuando el parametro es igual a cero porgue una seccion queda en la parte negativa ylabeje

es mwsible verla. Sin embargo, llegaron a resultados correctos después de unos ensayos. En otro ejemplo
mostraron que cuando se introduce el valor3 la ecuacion resultanteyes 0, si el valor de es cero.

Los gruposDerive fueron los que mostraron mas reservas con la herramienta puesta a su disposicion. No
pudieron resolver la ecuacién con sftware Hubo que transformarla. Primero deben elevarse al
cuadrado ambos miembros. Se dieron cuenta que se incorporaban soluciones extrafias. Concluyeron que el
Derive no esta hecho para resolver este tipo de ecuaciones. En el proceso cometieron algunos errores; por
ejemplo, la falsa linealidad de la raiz cuadrada: “la raiz cuadrada de la suma de dos nimeros es la suma de
las raices cuadradas de esos numeros”. Sin embargo, al final llegaron a soluciones correctas. Por eso,
nuestra opinién es diferente a la de los participantesflase Derive es, posiblemente, mas exigente

que otras herramientas; sin embargo, es muy potente si se usa, no para obtener procesos con soluciones
acabadas, mas bien, para explorar perspectivas de caracter funcional, mas amplias que la mera algebraica
(conMaple sucederia algo semejante).

Los grupos de Geometria Analitica Dinamica, al contrario de los anteriores, expresaron la maxima
satisfacciébn en cuanto a la forma utilizada para trabajar. Llegaron a resultados correctos y hasta

. ., . ... 9 .
propusieron la resolucién algebraica (con la solum@nf , sia< 0).

Finalizamos este apartado con las dos conclusiones siguientes, expresadas por participantes del taller y
relacionadas con la labor del docente:

- La experiencia del taller generé en nosotros una toma de conciencia en la necesidad de utilizar como
profesores en la tarea escolas@ftwarey las calculadoras.

- Al variar en la formula un parametro nos queda claro lo que significa la variacién porgue lo que cambia
es todo el objeto funcién. Cuando la férmula no contiene parametros la variacion se restringe al cambio
de un punto sobre una curva fija. Estudiando s6lo esto Ultimo la vision de variacion funcional queda mas
restringida en el sujeto.

5. Perspectivas abiertas después del taller exploratorio

Después de nuestro estudio exploratorio percibimos, por un lado, pistas de posibles investigaciones y, por
otro, pistas para la ensefianza.

Pistas de investigaciéon Segun quedd asentado en el taller, propusimos un estudio de ecuaciéon que
necesita consideraciones funcionales. Su desarrollo mostré que la introduccién al tema, via un trabajo
funcional, es mas placentera y mas accesible que la algebraica. De aqui surge la idea de comprobar si se
generaliza el fenédmeno correspondiente a la consideracidn de aspectos cualitativos y descriptivos antes de
consideraciones algoritmicas, numéricas o algebraicas. Otro fenémeno posible de profundizar es el uso de
softwarecon diversas orientaciones; por ejemplo, el mismo sisteeagsebraproporciona la posibilidad

de trazar figuras geométricas, trabajar con una Hoja de Calculo y graficar funciones. Si a un grupo se le da
un impulso hacia una de estas técnicas para emprender un estudio, ¢,cémo influye esto en su trabajo
matematico?

Pistas para la ensefianzaAl expresarnos en términos de la teoria antropoldgica de lo didactico (la
conocida sucesion: tarea, técnica, tecnologia, teoria) pudimos constatar un fenémeno de casi rechazo en la
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ensefianza, distinto al fendmeno de mihos ecolégicosde objetos matematicos, sefialado en varias
investigaciones de matematica educativa. Tal fendbmeno es que en la ensefianza tienen un sitio muy
reducido las técnicas que no se apoyan en sustentos teoricos, presentadas en un mismo tiempo a los
estudiantes. Casos que corresponden a tratamientos Utiles son un verdadero defecto de ensefianza; en
particular, pensemos en el valor absoluto comentado antes 0, mas generalmente, en las funciones definidas
a trozos, objetos presentes en la computacion, sin papel alguno en la teoria antes de un nivel avanzado; por
ejemplo, en las teorias de integracién de Riemann o Lebesgue. Tenemos la idea de que la pista del
desarrollo deespacios de trabajo matematico personalespacios de trabajo matematico idongoslria

reforzar la presencia de objetos matematicos en la ensefanza, Utiles en la practica aun cuando no sea muy
importante su funcion en la teoria presente, en el aprendizaje en curso.
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EL ESPACIO DE TRABAJO MATEMATICO Y LA SITUACION ESPECIFICA DE LA
MATEMATICA FUNCIONAL: UN EJERCICIO DE DIALOGO

THE MATHEMATICAL WORKSPACE AND THE SPECIFIC SITUATION OF THE
FUNCTIONAL MATHEMATIC: A DIALOGUE EXERCISE

RESUMEN.

Investigaciones en Matematica Educativa resaltan aspectos de la naturaleza del conocimiento
matematico y su aprendizaje, segun la particularidad de su objeto de estudio. El interés es
exponer una investigacion socioepistemoldgica que considera que a través de la Situacion
Especifica es posible generar aprendizajes. Por ello se considero realizar un ejercicio de dialogo
entre el Espacio de Trabajo Matematico y de Situacion Especifica. La finalidad es reflexionar
sus desarrollos en términos de sus funcionalidades a través de tres ejes de analisis: la
concepcion de sujeto que cada una manifiesta, el contenido matematico que se aprende y la
consideracion del proceso de aprendizaje. Ello nos permite establecer el dialogo entre las
nociones mencionadas que, aunque tienen naturalezas diferentes, intentan caracterizar y analizar
sistematicamente la produccion de los estudiantes e intervenir en el sistema didactico.

PALABRAS CLAVE: Matematica funcional, resignificacion, situacion especifica, espacio de
trabajo matematico.

ABSTRACT.

In the field of Mathematics Education there are several frameworks that emphasize some
aspects about the mathematical knowledge’s nature and learning, according to their object of
study. Our aim is to exhibit a Socioepistemological study, which considers a Specific Situation
as a mean to generate learning. In order to do so, we consider a dialogue exercise between the
both notions of Mathematical Workspace and the Specific Situation in Socioepistemology, and
to ponder about these constructs, their developments and functionalities. We consider three
analysis axes: the conceptions about the subject, the nature of the mathematical concepts to be
learned, and how the process of learning occurs. This enables us to establish a dialogue between
the notions mentioned before, which have different natures, nevertheless they make efforts to
analyze and to characterize, in a systematically way, the production of the students and to step
in on the didactical system.

KEY WORDS: Use of the graph, redefinition, Specific Situation, Mathematical Workspace.

RESUME.

Les recherches en Didactique des Mathématiques mettent en évidence les aspects de la nature
des connaissances mathématiques et de leur apprentissage, selon la particularité de I'objet
d’étude. Notre objectif est de montrer grace a une étude socio-épistémomologique qu'une qu'il
est possible de générer un apprentissage a partir d'une situation particuliére. Nous développons
ce point de vue dans un dialogue théorique entre I’Espace de Travail Mathématique et I'idée de
Situation Particuliére en socio-épistémologie. L’objectif est de réfléchir sur leur relations en
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Particuliére. L’objective est de réfléchir sur leur développement en terme de leurs
fonctionnalités a travers des trois axes d’analyse: la conception du sujet du deux expriment, sur
le contenu du apprentissage et sur le consideration de I’apprentissage se passé. Cela nous permet
d'établir un dialogue entre les notions mentionné que méme si elles ont des natures différentes,
elles essayer de caractériser et d'analyser systématiquement la production des éléves et
d'intervenir dans le systéme éducatif.

MOTS CLES: Utilisation du grafique, redéfinition, situation particuliére, espace de travail
mathématique.

RESUMO.

Varios pesquisas em Educagdo Matematica ressaltou aspectos da natureza do conhecimento
matematico ¢ do sua aprendizagem, de acordo com a particularidade do seu objeto estudo.
Nosso interesse € apresentar um exemplo de uma pesquisa socioepistemologica que mostra
como uma situagao especifica pode gerar aprendizagem. Este é um exercicio de dialogo entre as
no¢des de espago de trabalho de matematica e situagdo especifica, enfatizando o
desenvolvimento destas no¢des e suas funcionalidade. Consideramos trés areas de analise: a
concepcdo do sujeito que se manifesta cada abordagem, o contetido matematico aprendido e
como ¢ acontece e processo de aprendizagem. Isso nos permite estabelecer um didlogo entre as
no¢des mencionadas que, embora eles tém naturezas diferentes, para tentar caracterizar e
analisar sistematicamente a producdo dos alunos ¢ intervir no sistema educacional.

PALABRAS CHAVE: Matematica funcional, Ressignificacdo, espago de trabalho de
matematica, situacdo especifica.

1. INTRODUCCION

La Socioepiepistemologia confiere a la actividad humana la funciéon de la produccion de los
objetos matematicos (Cantoral & Farfan, 2003; Cordero, 2008), por lo que atiende a aquellas
practicas que producen o favorecen tales objetos. El énfasis estd en modelar el papel de la
practica social como generadora de conocimiento matematico con la intencion de disefiar y
proponer situaciones especificas que intervengan en el sistema didactico (Cantoral, Farfan,
Lezama & Martinez-Sierra, 2006). En este sentido, se problematiza el saber matematico,
confrontando las matematicas escolares -que dictan lo que se debe aprender- con las practicas
sociales que norman la construcciéon de conocimiento. Tales practicas son identificadas y
reconocidas a través de los usos del conocimiento en diferentes escenarios, ya sean historicos,
profesionales o escolares con propuestas didacticas no convencionales (Buendia & Montiel,
2011), por lo que se reconoce la naturaleza de los escenarios como parte de las explicaciones
tedricas. En este sentido, se considera que la practica social es la que regula y norma la
actividad de los individuos y genera conocimiento matematico en instituciones, pues es ahi en
donde las acciones tendran significados propios e intencion lo que propicia un redisefio del
discurso matematico escolar.

En las investigaciones socioepistemologicas se conforma la evidencia empirica al entender la
funcion de la practica social en la producciéon de conocimiento matematico en un proceso
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institucional especifico. Un ejemplo es el escolar; en donde por medio de acercamientos
didacticos y disefios de situacion no tradicionales se propone dotar de significados al saber
matematico a través de su uso. Para tal efecto, se construyen marcos de referencia compuestos
de diversas categorias del conocimiento matematico que exhiben la funcionalidad a través de
actividades que promueven su uso y desarrollo en una situacion especifica . Es en ésta en donde
se “materializa” y se hace palpable la funcion de las practicas sociales en la construccion de
conocimiento matematico.

Entonces, en la investigacion socioepistemoldgica se propone la situacion especifica para dotar
de significacion al saber matematico. Por otro lado, el Espacio de Trabajo Matematico (ETM),
que propone Kuzniak (2011), propone un ambiente organizado que permite el trabajo del
alumno para la resolucion de problemas matematicos con la articulacion de dos niveles: uno
Epistemologico y otro Cognitivo, articulados por medio de un proceso de génesis. El primero se
centra en lo que conforma el contenido matematico, es decir, en el concepto matematico que
sera aprendido; mientras que el segundo nivel da cuenta de como los alumnos se apropian de
conocimientos matematicos cuando resuelven el problema planteado. De esta manera, postula
procesos asociados a la actividad matematica tales como: visualizacion, construccion y prueba.
El nivel epistemologico pone su énfasis en los signos, los instrumentos que median y el caracter
discursivo del razonamiento (Kuzniak, 2011).

Las propuestas anteriores ponen énfasis sobre los procesos de actividad matematica que ejercen
los estudiantes frente a un “disefio”, lo cual dio pie a una reflexion sobre las relaciones y
diferencias entre la situacion especifica, de la Teoria Socioepistemologica (TSE) y el ETM.
Ambas propuestas surgieron de investigaciones que convergen en la necesidad de considerar al
estudiante o participante con un papel protagdénico en su desarrollo matematico, por lo que este
documento expone un ejercicio de didlogo. El fin de esto es presentar un ejemplo de una
situacion especifica desde la investigacion socioepistemoldgica, la cual podria aportar un punto
de vista al ETM. Por lo que fue necesario comprender la 16gica de cada uno de los marcos
(Artigue, 2009), ademas de considerar los principios de las teorias, sus metodologias y sus
preguntas de investigacion (Radford, 2008).

De inicio se expondra cémo se realiza la conformacién de la situacion especifica en la
matematica funcional y el tipo de actividades que se generan. Enseguida reflexionamos e
interpretamos los elementos que conforman un ETM y su naturaleza. Por ultimo, se presentara
un ejemplo que expone evidencia de la manera en la cual una situacion especifica es puesta en
ejecucion y cuales son las relaciones y diferencias con el ETM.

2. LA SOCIOESPISTEMOLOGIA Y EL ESPACIO DE TRABAJO MATEMATICO

2.1. La Socioepistemologia y su naturaleza de estudio

La TSE no pretende generalizar sus resultados sobre el redisefio del discurso matematico
escolar, sino mas bien evidenciar aspectos del entramado social de la construccion del
conocimiento que permea en la existencia de un sujeto social, puesto que sus acciones
responden y tienen su influencia por el grupo social al que pertenece debido a su presencia en
escenarios especificos. Por lo cual una pregunta que esta presente en sus investigaciones es
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sobre la naturaleza del objeto matematico y como emerge conocimiento matematico a partir de
la actividad humana; ademas de como el conocimiento es resultado de factores epistemologicos
y sociales en su origen y funcidn social. En si, esta vision se ocupa de desmatematizar el saber
matematico al aceptar que antes de hablar de los objetos, habra que hacerlo sobre un complejo
de practicas, de naturaleza social, que den sentido y significado al saber matematico escolar
(Cabarias, 2010). Lo social consiste en reconocer que la matematica escolar no nace de una
simplificacion de la matematica, sino de una serie de adaptaciones y transposiciones. El estatus
del conocimiento matematico no estriba so6lo en la representacion de objetos abstractos que
anteceden a alguna actividad humana, sino también es una produccion social que cambia y se
transforma.

Asi, la TSE considera que al hablar de conocimiento matematico, no es posible omitir a las
practicas sociales que acompaiiaron a tal construccion de conocimiento. No niega la importancia
de los objetos matematicos, sino que los ubica en un nivel diferente que aquellas
aproximaciones basadas tinicamente en la cognicion o en las representaciones, por ejemplo. Con
esto se plantea el desarrollo de una matematica funcional para las personas, un conocimiento
integrado a su vida, que transforma al sujeto y transforma su realidad (Cordero, 2008).

2.2. El ETM y la Situacion Especifica: un ejercicio de dialogo

En este apartado se expondran los puntos que a nuestro parecer son claves en los analisis que se
desarrollan en el seno de ambas aproximaciones tedricas. El objetivo no es brindar algun tipo
de complementariedad entre ellas o alguna relacion, sino determinar qué elementos permean en
la concepcion de lo que llaman disefio y abre las posibilidades de aprendizajes matematicos en
los estudiantes o participantes.

En términos metodoldgicos, la aproximacion en ETM propone un “disefio” que permita
observar al participante en accion, es decir, resolviendo problemas de matematicas. Deviene
necesario la formulacion de un problema que sea el activador del espacio y “atractivo” para los
estudiantes, en donde se pueda observar el trabajo matematico asociado a la obra del
matematico. El plano cognitivo es fundamental, ahi se ubica al estudiante. El énfasis en este
plano entonces gira alrededor de procesos de visualizacion, construccion y prueba (Kuzniak,
2010), por lo que se infiere pareciera que el ETM se interesa en identificar los significados que
se generan en la visualizacion de los objetos matematicos y cdmo se emplean en la resolucion
de un problema.

En el plano epistemologico se recalcan los objetos matematicos, aunado a ellos estan los
artefactos que seran las herramientas que pondran en accién a los objetos matematicos; asi
como también es necesario establecer el marco referencial en donde estdn constituidas las
propiedades del objeto matematico. Estos dos planos, concebidos paralelos, estan articulados a
través de procesos llamados de génesis. Con ello, el trabajo matematico, debe conducir al estado
optimo de un proceso de aprendizaje, es decir, a la comprension del objeto matematico en
juego. Ademas, las interacciones entre los alumnos permiten no solamente la emergencia del
discurso sino también una evolucion verbalisable y audible gracias a la cual se puede acceder a
la identificacion de una posible comprension de los objetos matematicos (Barrera, 2012), es
decir a los argumentos que generan los estudiantes.
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Por su parte, en la TSE uno de los principios consiste en la observacion de los estudiantes
mientras usan el conocimiento en la construccion de argumentos funcionales dada una situacion
especifica' en donde se problematiza cierto contenido matematico. Es en el uso que se analiza la
actividad humana que permitira la produccion de los objetos, los cuales se consideran como no
preexistentes a dicha actividad (Cantoral, Farfan, Lezama & Martinez-Sierra, 2006).

La situacion especifica esta referida a un marco funcional del conocimiento matematico
compuesto por significados, procedimientos, procesos-objetos y argumentos que integran una
epistemologia basada en practicas sociales que fundamentan diversas categorias de
conocimiento matematico. Por ejemplo, la categoria Comportamiento Tendencial de las
Funciones (CTF), no es un concepto matematico, sino una argumentacion que establece
relaciones entre funciones y estd compuesto de una coleccion coordinada de conceptos en
situaciones donde se discuten aspectos globales de variacion (Cordero, 1998). En esta categoria
se congrega una postura epistemologica sobre el rol de las funciones y sus graficas que deviene
en una problematizacion de dichas nociones en actividades matematicas que posteriormente
tendran cabida en un sistema didactico. La categoria conforma un marco de referencia que
establece relaciones entre graficas de funciones y elementos como la variacion, el cambio, la
tendencia o la anticipacion, entre otros. Estos elementos conforman el disefio de situacion que
con base a esta categoria, tienen su acento en el uso de la grdfica. Dichas relaciones se ven
materializadas en una situacion la cual no expresa en si un problema matematico, sino que
permiten estructurar actividades que provocan una argumentacion del objeto matematico en
cuestion. Asi pues, el foco no se encuentra en el desarrollo de los conceptos, sino que el interés
radica en la argumentacion que la categoria provoca. El disefio de la situacion especifica debe
conducir a desarrollar ideas relacionadas con el pensamiento variacional a través del uso de
argumentos graficos.

Ambas aproximaciones consideran el aspecto social, sin embargo, mientras que en el ETM se
consideran las puestas en escena en el salon de clases y estan en juego las interacciones y
socializacion de los estudiantes en el plano cognitivo; en la TSE la cognicién dependera del
escenario, el énfasis estara en comprender por qué los estudiantes hacen lo que hacen, de ahi la
practica social, y por qué argumentan de esa manera, es decir, como usan las herramientas
matematicas. Por lo anterior, mas que centrarce en la comprension del objeto matematico, se
pretende desentrafiar aquellas caracteristicas especificas del saber que esta en uso.

3. UN DISENO DE SITUACION EN LA SOCIOEPISTEMOLOGIA

La situacion que a continuacion se presenta consiste en el uso de las graficas a partir de la
puesta en escena de un disefio que se basa en una situacion especifica de Transformacion. En la
Transformacion se discuten dos aspectos: el primero es que a partir de cualquier funcion en la
cual se privilegian variaciones de sus parametros’y los efectos que éstos provocan en las
graficas de dichas funciones, se crea una conceptualizacion de la funcién como una instruccion
que organiza comportamientos, la cual esta arraigada a la modelacion-graficacion. El segundo

1 . ., , .. .. L.
La situacion especifica se expresa en un disefio compuesto de actividades o tareas donde la matematica
es puesta en uso y se desarrolla. La Se estd fundamentada en las categorias de conocimiento matematico.
2 . .y . .
Por ejemplo, en la funcién Y=Ax+B, los parametros que se varian son A y B.
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3 , . .. .
aspecto es que el operar’ con las graficas de funciones se privilegia el tratar con
comportamientos, especificamente comportamientos tendenciales.

Las actividades que se generan, en la situacion, problematizan a la grafica de una manera no
convencional: como argumentacion de comportamientos, como herramienta en la resolucion de
problemas, como comportamientos geométricos o transformaciones (Cordero, Cen & Suarez,
2010). Esto conduce a entender el funcionamiento de la grafica que tiene implicita la intencion
de su uso que desempeiia en actividades matematicas y a su vez identificar y entender la forma
de la grafica, es decir, la manera en como es abordada. El funcionamiento y la forma de la
grafica son un binomio inherentes al uso; donde el primero se expresa en las ejecuciones,
acciones u operaciones que se desarrollan con el uso de la grafica, mientras que la forma son las
maneras en que se presenta tal funcionamiento y su representacion (Cordero & Flores, 2007;
Cordero et al., 2010).

El estatus otorgado al uso de la grafica en la socioepistemologia compone un discurso escolar
completamente diferente al que rige actualmente en el estudio de las graficas. Implica también
ubicar en diferentes niveles a elementos que componen los disefios de situacion. Principalmente,
los referidos a la modelacion, a la graficacion y al rol de la tecnologia escolar, puesto que en
estos elementos se hayan piezas fundamentales sobre los cuales se integra una matematica
funcional. Es en la naturaleza de estas nociones que posteriormente encontraremos diferencias
respecto al ETM, las cuales plantearemos a partir de un ejemplo particular.

3.1. La Graficacion, la Modelacion y la Tecnologia escolar en una matematica funcional

Generalmente, las investigaciones en Matematica Educativa que versan sobre la grafica de una
funcion explican y delimitan los siguientes aspectos: las dificultades que tienen los estudiantes
en su interpretacion, lectura o elaboracion (Leinhardt, Zaslazvsky & Stein, 1990; Sherin, 2000;
DiSessa, Hammer & Sherin, 1991); la representacion del concepto de funcion desde una
perspectiva cognitiva (Dubinsky & Harel, 1992); las dificultades en la conversion de la
representacion algebraica a la grafica (Duval, 1999); la potencialidad de la grafica en la
resolucion de problemas (Maschieto, 2001) o bien en el privilegio de ensefiar el concepto de
funcion por medios graficos para trabajar estas funciones como objetos matematicos (Bloch,
2002).

En la Socioepistemologia, la graficacion se considera como el estudio del uso de la grafica en
situaciones especificas que responden a la funcionalidad del conocimiento matematico. En este
sentido, la grafica se torna una herramienta y una argumentacion que se desarrolla y norma la
construccion de conocimiento (Cordero, et al., 2010). Lo anterior significa que es el uso de la
grafica en esa situacion la que pone de manifiesto el conocimiento matematico a ser aprendido a
través de su funcionamiento y forma, de manera que el uso de la grafica es la argumentacion
que emerge de la situacion. Por ejemplo, el uso de la derivada puede resignificarse a través de
analizar los comportamientos tendenciales de la grafica de un polinomio al compararlo con el
comportamiento de una recta en el corte con el eje de las ordenadas® (Cordero, 2008). Con ello
se admite asi que la grafica es un modelo que se sostiene a si misma. De esta manera, la
ecuacion pasa a un segundo término y se resignifica como una instruccidon que organiza

* Suma, resta, multiplicacion de graficas.
* A esta propiedad se le ha denominado “La Linealidad del Polinomio”.
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comportamientos a partir de la variacion de sus parametros y sus efectos en el comportamiento
de su grafica.

En los ultimos afios el avance en la investigacion de los procesos de modelacion escolar ha sido
vertiginoso. Se considera a la modelacion como un eje fundamental en la conformacion de
programas de estudio e inclusive de los discursos sobre la formacion de ciudadanos criticos
(Kaiser y Sriraman, 2006). Sin duda existen diversas investigaciones que aportan elementos
para ello, pero han basado su estudio en la modelacion escolar como proceso pre-establecido,
donde el objetivo principal es transformar una realidad en términos matematicos. Por otro lado,
nuestro interés estd en expresar la modelacion como una construccion de conocimiento
matematico en si misma (Cordero, 2011), que esta caracterizada por la produccion de
argumentaciones y herramientas de corte matematico que los participantes ponen en juego
durante el desarrollo de las actividades. El énfasis esta en generar argumentos que provoquen el
desarrollo y articulacion de usos (Méndez y Cordero, 2012). En particular afirmamos que las
graficas de las funciones se integrarian a la modelacion en un binomio indisoluble y dialéctico:
la modelacion-graficacion (Suarez & Cordero, 2010).

Pero también debemos de incorporar a la discusion a la tecnologia escolar. Por ejemplo el
software educativo o las calculadoras graficadoras, han mostrado cierto impacto positivo en el
manejo y visualizacion de objetos matematicos en ambientes numéricos, algebraicos y graficos
en las aulas de matematicas (NCTM, 2008). Sin embargo, esto no es suficiente para enteder el
rol de la tecnologia en el parendizaje de la matematica; puesto que generalmente el estatus
otrogado a la tecnologia es secundario.

Hay investigaciones que atienden esa carencia, estudian la tecnologia y su influencia en el
aprendizaje matematico. Por ejemplo, se encuentran investigaciones que postulan que la
tecnologia tiene el rol de mediador semiotico (Maschietto & Bartolini, 2009) o gesticular
(Radford, 2012); también como una herramienta para representar el objeto matematico (Hitt,
1998) y por ultimo, investigaciones desde una génesis instrumental (Artigue, 2002).

En socioepistemologia se propone realizar estudios sobre el rol que juega la tecnologia escolar
en la construccion del conocimiento matematico, por ello es una componente que junto a la
modelacion y graficacion se integra para nutrir los significados y procedimientos en situaciones
especificas (Suarez & Cordero, 2010). Por lo que la tecnologia escolar adquiere un nivel no solo
de mediador semidtico, sino que con ella misma es posible que los estudiantes deduzcan
propiedades, asignen significados a los objetos matematicos y permita inclusive el desarrollo
del uso de conocimiento (Bricefio & Cordero, 2012).

3.2. Una situacion especifica y un ejemplo

El propésito de este apartado es brindar evidencias del funcionamiento de una situacion
especifica, para el caso del uso de las graficas. Los datos corresponden a puestas en escena de
talleres tematicos entre los afios de 2009 y 2011, cuyas edades de los participantes oscilaron
entre los 13 y 16 aflos. Los talleres se llevaron a cabo en un escenario de divulgacion de las
ciencias, donde se desarrollaron actividades de un disefio llamado “La Situaciéon del Resorte”
(Zaldivar & Cordero, 2012). Dada la naturaleza del escenario, la participacion de los asistentes
fue voluntaria, los tiempos de trabajo fueron de aproximadamente media hora y en general se
tuvieron poblaciones con diversas formaciones, edades y estratos sociales. Todas esas
caracteristicas, en lugar de convertirse en dificultades, diversifico las respuestas, los estilos de
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participacion y aporté riqueza a las argumentaciones que se generaron e influyeron también en
cdmo se generaron.

Se rescataron algunas producciones de los participantes, mismos que se presentan en esta
seccion, surgen cuando se discuten elementos basicos de la nocién matematica de estabilidad en
las soluciones de una ecuacion diferencial lineal. Cabe sefalar que las ecuaciones diferenciales
son abordadas en México en el nivel superior (estudiantes a partir de 18 afios), por lo que este
ejemplo es digno de interés ya que desde una postura socioepistemoldgica es posible discutir tal
propiedad con participantes de diferentes edades y formaciones.

La Situacion del Resorte, fundamentada con base en la categoria Comportamiento Tendencial
de las Funciones (CTF) (Cordero, 2008), tiene por objetivo que los participantes a partir de la
manipulacion de un resorte y al colocarle una pesa en un extremo, desarrollen ideas
relacionadas con el pensamiento variacional y de estabilidad por medio del uso de argumentos
graficos con la implementacion de calculadoras grdficadoras y sensores de movimiento (figura

).

Figura 1. Instrumento de modelacion

Como se sefialo en lineas anteriores, el escenario donde se implementd el disefio es de
divulgacion cientifica, por lo que en ningun momento de la puesta en escena se hacen explicitas
funciones o ecuaciones, sino que el argumento de la categoria Comportamiento Tendencial
(CT) es intrinseco a la curva o trayectoria normada por el movimiento (Zaldivar & Cordero,
2012). La construccion misma de las graficas formula la tendencia y el patron de
comportamiento. Asi, las nociones de asintoticidad y estabilidad se usan y resignifican en
términos de comportamientos con tendencia al anticipar el comportamiento del sistema a lo
largo del tiempo.

3.3. El diserio y las evidencias de usos

De inicio, se les pide a los participantes que describan y expliquen las caracteristicas del
movimiento del resorte cuando se coloca una pesa y después que “dibujen” dicho movimiento.
Como podria esperarse, las explicaciones y dibujos no tienen relacion con graficas cartesianas.
Generalmente, se describe y argumenta por medio de trayectorias y dibujos iconicos (figuras 2,
3 y 4). Existe la necesidad de dibujar aquello que se mueve, complementando con iconos que
describen aspectos como la velocidad, fuerza o rapidez (figura 4). O bien, disponen de iconos
para indicar un orden temporal o para describir etapas (figura 5).
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Figura 2. Flecha con Figura 3. Flechas con Figura 4. Dibujos Figura 5. Iconos describiendo
direccion. direccion y sentido. iconicos para indicar temporalidad

intensidad.
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Pieza importante en las producciones son los gestos y el tipo lenmguaje que se usa para
argumentar sobre la pregunta inicial. El siguiente extracto evidencia los argumentos usados para
referirse al tipo de movimiento que realiza el resorte.

Extracto I’

Divulgador: y a ese resorte le vamos a poner una pesa (Se muestra la pesa y el resorte a los participantes).
[...1¢Y qué creen que va a hacer?...

Participante A: estirarse...[realiza un gesto con las dos manos separando una de la otra]

[...]
Participante B: brincar... [mueve la mano de arriba hacia abajo repetidamente]

Participante C: vibrar...[sacude la mano]

Al respecto de lo anterior, algunas investigaciones mencionan que este tipo de producciones son
comunes, sin embargo, no son considerados como elementos a discutir en las clases de
matematicas y tampoco como elementos que en el discurso matematico escolar se usen para
referirse a la asintoticidad y estabilidad en el comportamiento. Muchas veces, estas
producciones son consideradas incorrectas y sin ningln uso para propoésitos cientificos dentro
de lo escolar (Sherin, 2000; DiSessa et al., 1991). Inclusive estas interpretaciones iconicas en
problemas de movimiento son tratados como misconcepciones (Leinhardt et al., 1990).

Por otro lado, nuestro analisis versa en entender y dar cuenta del uso de las graficas y no
mostrar que las producciones de los participantes se ubican en ciertos registros de
representacion o qué tan alejadas estan las concepciones con respecto a las definiciones
escolares formales. En este sentido marcamos una clara diferencia con los analisis del trabajo
matematico de los estudiantes bajo los cuales el ETM versa.

En un primer momento, el funcionamiento de la grafica fue para indicar direccion y sentido del
movimiento del resorte; mientras que la forma fue a partir de construir un patron de
comportamiento del fenomeno. Asi, la grafica fue usada para orientar el movimiento. En este
caso, el uso aparece cuando los participantes se enfrentan a una situacion fisica de movimiento,
sus producciones estan mas cercanas a “dibujos” y ain no existen referencias a una grafica
cartesiana, sino mas bien a una trayectoria.

En un segundo momento, el divulgador realiz6é un cuestionamiento a los participantes sobre si el
resorte se detiene. Esto genera un nuevo uso de la grafica, para analizar comportamientos. Las
respuestas ante esta pregunta generaron en los participantes confusion y confrontaron sus
dibujos previamente realizados con explicaciones que tuvieron que ver con la tendencia y
anticipacion. Este uso describio un nuevo funcionamiento, que consiste en anticipar el
comportamiento del resorte y expresar su comportamiento tendencial de forma global. La
forma de construccion bajo este nuevo funcionamiento consistid en variar pardametros del
modelo grdfico.

Es necesario subrayar que esas nuevas argumentaciones fueron expresadas por los participantes
utilizando una nocion de grafica atin de manera global que expresa comportamientos. A este
tipo de grafica, hemos convenido llamarle curva, y expresa los elementos descritos,
comportamientos tendenciales (figura 8). Posteriormente, el disefio integra a la componente
tecnoldgica para discutir sobre la naturaleza del fenomeno y como éste afecta la construccion de
las graficas y sus comportamientos.

5 Extracto tomado de Zaldivar (2009). Taller de Divulgacion realizado en la “Semana de Ciencias del Colegio de
Guadalupe”, Distrito Federal, México.
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Figura 8. Ejemplo de “Curva” Figura 9. La curva con tendencia

La estabilidad de la que damos cuenta con este desarrollo del uso de la grafica se confronta con
las nociones de las estructuras matematicas formales. Evidenciamos que la primera responde a
una estructura funcional del conocimiento y no asi a una estructura axiomatica formal. Lo
anterior significa que este marco de usos de la grafica que describimos, deja ver qué elementos
son relegados de una discusion en la estructura de la matematica escolar, pudiendo ser una base
de significados distinta a la que se encuentra y permea en el discurso matematico escolar, que
posteriormente podrian incluirse en un redisefio del mismo.

4. DISCUSION

De acuerdo a las producciones descritas anteriormente, los cuales fueron analizadas usando una
categoria de los usos de las graficas, realizamos algunas reflexiones en torno a tres ejes que
consideramos relevantes. Radford (2008) menciona que las teorias de ensefianza y aprendizaje
difieren principalmente en la concepcidon que tienen sobre: el contenido a ser aprendido; el
sujeto; y como sucede el aprendizaje. Estos tres elementos conformaradn un eje de nuestra
discusion.

4.1. Sobre el problema del aprendizaje

En algunas teorias la nocion de aprendizaje esta relacionada a procesos adaptativos o al
desarrollo cognitivo como formas “superiores” de pensamiento. En la TSE no se niegan los
procesos cognitivos, sino que la relacion con el saber depende del contexto y del grupo humano,
dando una importancia crucial a los aspectos normativos del razonamiento. Por lo que plantea el
examen del conocimiento social, historica y culturalmente situado (Cantoral et al., 2006).

El aprendizaje bajo esta perspectiva ya no se referira sélo a procesos adaptativos, donde el
sujeto construye desde adentro hacia fuera su conocimiento, sino mas bien a un proceso
continuo de resignificacion: no se asumen de entrada formas de conocimiento absolutos, sino
que se acepta una construccion de significados de los objetos matematicos a partir del uso que
se hagan de ellos por parte del usuario o de una comunidad. El ejemplo expuesto en la situacion
del Resorte expresdé que es en el uso y en el ejercicio de las practicas donde se dotan de
significados funcionales a los objetos matematicos, pero también dependera de las condiciones
sociales y culturales de la comunidad (Cordero, 2008; Cantoral & Farfan, 2003; Tuyub &
Cantoral, 2012).

Aunque una postura sobre el aprendizaje no se hace explicita en la teoria de los ETM, podemos
interpretarla en funcién de los propios principios de dicha nocidén. A nuestro parecer, el
problema del aprendizaje se ve incrustado en la misma definicion de las relaciones entre el
plano epistemoldgico y el cognitivo por medio de procesos de gémesis y su desarrollo
progresivo. Pareciera que la nocion de aprendizaje se encuentra enraizada en procesos
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evolutivos y de desarrollo cognitivos personales, en términos de “episodios”. Precisamente es
en este punto en donde podemos resaltar una diferencia clara desde nuestra perspectiva. El ETM
hace un intento de rescatar aspectos del espacio donde se desarrolla el trabajo matematico por
medio del planteamiento de problemas matematicos. El estudiante entonces es puesto en un
espacio “social” de interaccion, tematizado como un “milieu” lo cual nos hace recordar a la
Teoria de las Situaciones Didacticas, es decir, en un “juego” donde el individuo participa de
manera organizada (Radford, 2008a).

En el caso del ejemplo planteado, el analisis de los datos en términos cognitivos quedaria
reducido Unicamente a las representaciones al compararlo con un conocimiento escolar
institucionalizado. Considerar a la resignificacion permite una reflexion sobre aspectos
funcionales del saber situados al escenario de la actividad, donde el sujeto transforma al
conocimiento, pero también el sujeto se transforma.

4.2. Sobre el Sujeto

Nos parece que bajo la propuesta del ETM, el sujeto es considerado en su dimension cognitiva
unicamente. Como un individuo racional auto-sostenido, el cual construye su propio
conocimiento. Asi, la nocion de sujeto esta relacionada con la idea cientifica del matematico;
puesto que se resaltan las caracteristicas del trabajo matematico tal y como los matematicos lo
realizan. Pareceria convenir y no problematizar la importancia de la nocion de sujeto, ya que
este se considera como alguien que de manera natural actuara como un cientifico o matematico,
de una manera racional esperada. El polo de la subjetividad parece ser resuelto de esta forma.

Por su parte, la socioepistemologia plantea un rol del individuo dentro de la construccion de
conocimiento diferente. Debemos entender a la dimension del individuo desde una dimension
social. Tal dimension, posiciona al individuo y lo ubica en una comunidad especifica. Atiende
al polo cognitivo pero en lo social, al reconocer a la practica social como normativa y a los usos
del conocimiento. Se enfoca asi en un “sujeto social” (Buendia & Montiel, 2011), que actiia y
piensa en relacion a su escenario particular donde sucede conocimiento matematico

Considera a un individuo histérica y culturalmente situado y en una realidad social
diversificada, es decir, a un sujeto en tanto comunidad, donde el salon de clases es uno mas de
los escenarios de conocimiento donde puede trascender. En el caso del ejemplo del taller
tematico, el desarrollo de las actividades dentro del escenario permite el involucramiento de los
participantes en la conformacion de argumentos sobre las actividades, siempre con un
compromiso generado en términos de responsabilidad, y no de una busqueda de una calificacion
aprobatoria. La comunidad de conocimiento conformada de esta manera involucra a los
ciudadanos en la busqueda de un bien comin bajo responsabilidad de cada uno de sus
miembros.

4.3. Sobre el contenido a enseniar

El acento de la TSE no se encuentra en el desarrollo de conceptos matematicos, es decir, no se
preocupa por entender qué saben y qué no saben los estudiantes de cierto contenido, sino mas
bien, como llegan a conocer y como usan ese conocimiento. De esta manera, importa el tipo de
argumentaciones que las personas generan cuando se enfrentan a una situacion matematica. En
si y con referencia a nuestro ejemplo de la situacion del resorte, no nos preguntamos sobre si
“sabe” cual es la definicion de estabilidad matematica o lo que es una grafica, sino como se
argumenta sobre esa propiedad en una situacion de movimiento y qué usos se encuentran en la
base de esas argumentaciones. Lo anterior desata una tercera diferencia con respecto al ETM.
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En este ultimo, se reformula la organizacion didactica en términos de problemas matematicos en
un ambiente de aprendizaje organizado, tomando como referencia la nocioén de paradigma, es
decir, la teoria del ETM trata con el problema de la adquisicion de un conocimiento
institucional por parte de los estudiantes. Parece claro que el ETM propone un espacio de
trabajo para instucionalizar cierto conocimiento matematico. En contraparte, la
Socioepistemologia propone la bisqueda de situaciones especificas y su posterior objetivacion
en disefios de actividades que permitan resignificar el conocimiento, basados en la hipotesis que
con ello se genera una matematica funcional.

Lo anterior no significa que en la Socioepistemologia se “ignora” aquel conocimiento
matematico que el dME provee, mas bien critica ese conocimiento y su forma de comunicarlo,
en tanto su imposicion a ser ensefiado y aprendido, dando evidencia de otros razonamientos y
justificaciones funcionales que se encuentran en la base de significados de dichos conceptos y
que son desconocidos o subordinados por el dAME.

5. SINTESIS Y CONSIDERACIONES FINALES

Nuestro objetivo fue realizar un ejercicio de discusion y reflexion, en términos de un didlogo
que se centré en la identidad de las teorias (Radford, 2008a).

La Teoria Socioepistemologia tiene su interés en observar al participante (estudiante o
ciudadano en general) en la construccion de argumentos funcionales a través de una situacion
especifica en donde se modela la funcidon de la practica social. En tanto que el ETM pone su
atencion en proporcionar un ambiente de trabajo idoneo en algiin dominio matematico en que el
alumno resuelve ciertos problemas matematicos en un escenario escolar. La atencion de ambos
esta puesta en lo que el estudiante o participante inmerso en alguna “actividad matematica”
realiza; sin embargo, el papel del actor es distinto, asi como la base de las actividades a realizar.
Pareceria que el sujeto al que hace referencia el ETM es un “sujeto epistémico”, mientras el
sujeto en socioepistemologia es historico y culturalmente situado.

Un punto de desencuentro entre la Socioepistemologia y el ETM es el papel conferido a los
conceptos y las representaciones. A nuestro parecer, el papel de los objetos y las
representaciones dentro del ETM es crucial, es intencionalmente visible, de hecho es una de las
componentes: el representante del objeto. Es a través de la génesis semiotica que el estudiante
podra dar cuenta de los objetos, hablar y trabajar con ellos. En el ejemplo expuesto en el
apartado 3, el objeto matematico o signo que esta en juego es la grafica como la representacion
de una funcioén; sin embargo, el estatus que se le confiere es de herramienta y argumentacion
que norma la construccidén de conocimiento. Esta es una distinciéon que la Socioepistemologia
tiene con respecto a los objetos matematicos y plantea que es la actividad humana la que
permitira la produccion del objeto, el cual se considera no como preexistente a dicha actividad.
Su atencidn no esta en los signos, los artefactos y los gestos, que sin duda son importantes y
necesarios en el momento del analisis de la actividad de los individuos en comunidad, sino que
se ubica al "ras” de las practicas sociales que acompafian a esos conceptos (Cantoral et. al.,
2006). Damos cuenta de las argumentaciones situadas cuando el conocimiento esté en uso en
una situacion particular, mientras que el ETM atiende las representaciones que se hacen de un
objeto y los cambios de registro que se pueden generar en un ETM-Personal, por ejemplo.
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El ETM también analiza un nivel del conocimiento, el nivel epistemologico, pero se hace desde
las representaciones y los objetos, aun cuando se considera un paradigma que regula de cierta
manera lo institucional, reflejado en un ETM-de-Referencia. Sin embargo, el ETM reconoce el
papel de individuo dentro del trabajo matematico al poner especial interés en lo que éstos
producen a nivel Personal, similar a como se plantea el analisis de usos de las graficas en la
socioepistemologia. Es clara la diferencia de las visiones en términos de lo que analizan, los
procesos a los que rinden cuenta, asi como de los procesos de significacion y adaptacion de
estructuras mentales en el ETM, y de las argumentaciones situacionales y de la resignificacion
del uso en el caso de la Socioepistemologia.

En términos de lo social también se encuentran diferencias entre las perspectivas. El ETM se
refiere a la nocidon de paradigma como aquella ideologia de un grupo o comunidad que
determina lo que se considera como trabajo matematico. También considera el trabajo
matematico en el salon de clases, por ejemplo en términos de interacciones y socializacion
situado en un nivel cognitivo. La cognicion en lo socioepistemoldgico no es entendida como
una adaptacion al medio, sino que dependera del escenario y de la cultura, estara en comprender
por qué hacen lo que hacen. Es por ello, que al ubicarse bajo la nocidon de practica social la
Socioepistemologia no dara cuenta de como enseflar algin tema, en alguna situacion a cualquier
persona, sino intentara desentrafiar las caracteristicas especificas del saber que lo hacen distinto
de otros y ahi proponer estrategias didacticas innovadoras.

Por otro lado, el ETM y la Sociepistemologia mediante la Situacion Especifica comparten la
necesidad de crear un espacio optimo para el desarrollo de ideas matematicas y de usos de
conocimientos matematicos en la matematica escolar. respectivamente. Es decir, dependera del
contexto la forma en la cual apareceran los usos. Sostenemos que uno de los problemas mas
importantes dentro de la enseflanza y aprendizaje de las matematicas no se encuentra
unicamente en la organizacion y jerarquizacion tematica de los contenidos, sino en la poca o
nula claridad de la textura social del conocimiento matematico (Tuyub & Cantoral, 2012). La
Socioepistemologia da cuenta de que la resignificacion es una construccion del conocimiento
mismo en la organizacion del grupo humano normado por lo institucional y expresado en el uso
de las graficas a través de sus funcionamientos y formas. Por lo cual el analisis se centrd en el
desarrollo del uso de la grdfica y en evidenciar un desarrollo de dicho uso que realiza el
participante.

La nocion de ETM esta estructurado en los niveles epistemoldgicos y cognitivos para
comprender lo que sucede en tal espacio, en donde la génesis epistemologica permite la
estructura del espacio y la génesis cognitiva tiene su atencidon en los procesos cognitivos de los
individuos (Kuzniak, 2011). En nuestra perspectiva consideramos que la base epistemologica la
provee la categoria de conocimiento, es decir, es la vértebra para el disefio de una situacion
particular. Mientras que lo cognitivo, se analiza en los argumentos que producen los
participantes a través de la modelacion, la tecnologia y la graficacion. Mas alla de explicar
como estan articulados lo epistemoldgico y cognitivo en la Situacion Especifica, sefialamos que
tenemos elementos en comun con el ETM, pero con planteamientos diferentes.

Los elementos presentes en la Situacion Especifica son los artefactos como la calculadora
graficadora, el sensor de movimiento, el resorte y la pesa que son piezas importantes en la
operatividad. También la visualizacion de las representaciones graficas se hace presente, en
donde centramos la mirada en el uso de la grafica para la construccion de tales representaciones.
Por ultimo, el discurso de los participantes, es decir, las argumentaciones que genera la
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categoria CTF nos brindan elementos para mirar los usos de la grdfica como herramientas que
evolucionan a la par de las formas de hacer de los participantes.

Para concluir, consideramos que nuestro ejercicio de dialogo deja ver la importancia que reviste
la identificacion de diferencias entre las diversas aproximaciones teoricas en la Matematica
Educativa. Este analisis nos hace reflexionar la necesidad de regresar a las bases
fundamentacionales de cada una de las posturas tedricas y replantearnos acerca de nuestros
constructos teoéricos y las preguntas que intentan responder. El ejercicio que realizamos, sin
duda no pretendié demeritar alguno de los marcos sino reflexionar sobre nuestros puntos de
encuentro y desencuentro.
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SYLVIA COUTAT

QUEL ESPACE DE TRAVAIL GEOMETRIQUE POUR
L’APPRENTISSAGE DES PROPRIETES AU PRIMAIRE ?

WHAT GEOMETRICAL WORK SPACE FOR THE LEARNING OF THE PROPERTIES IN

PRIMARY SCHOOL?

RESUMEN

Esta contribucion analiza la utilizacion de un software de
geometria dindmica en clases de fin de primaria (9-12 afios) para
el aprendizaje de las propiedades modelizando las actividades de
los alumnos con espacio de trabajo geométrico. Esta
modelizacion valoriza las relaciones entre los diferentes génesis y
mas particularmente el génesis instrumental vinculado al
instrumento desplazamiento correlacionada al génesis video -
figurale vinculada a la visualizacion de las figuras.

ABSTRACT

This contribution analyzes the use of a dynamic geometry
software in classes of the end of primary school, ( 9-12 year old)
for the learning of the properties by modelling the activities of
the students in geometrical work space. This modelling
emphasizes the relations between the various geneses and more
particularly the instrumental genesis connected to the instrument
dragging correlated in the video genesis - figurale connected to
the visualization of figures.

RESUMO

Esta contribuigdo analisa 0 uso de um software de geometria
dindmica em classes do fim de escola primaria, (9-12 anos) para a
aprendizado das propriedades através de modelling as atividades
dos alunos em é4rea de trabalho geométrica. Este modelling
enfatiza as relacdes entre as varias géneses e mais
particularmente a génese instrumental conectado a viagem de
instrumento (movimento) correlatada no figurale de génese video
conectado a visualizagdo de figuras

RESUME

Cette contribution analyse 1’utilisation d’un logiciel de géométrie
dynamique dans des classes de fin de primaire (9-12 ans) pour
I’apprentissage des propriétés en modélisant les activités des
¢éléves en espace de travail géométrique. Cette modélisation met
en valeur les relations entre les différentes genéses et plus
particuliecrement la genese instrumentale liée & 1’instrument
déplacement corrélée a la genese vidéo-figurale lice a la
visualisation des figures.

PALABRAS CLAVE:

- Geometria dynamica

- Geometria en primaria escola

- Aprendizaje de las propiedades de
geometria

- Espacio de trabajo geométrico

KEY WORDS:

- Dynamic geometry

- Primary school geometry

- Learning of geometrical properties
- Geometrical work space

PALABRAS CHAVE:

- Geometrica dinamica

- Geometria de escolar primaria

- Aprenentatge de les propietats de
geometria

- Espai de treball geométric

MOTS CLES :

- Géométrie dynamique

- Géométrie au primaire

- Apprentissage des propriétés
géométriques

- Espaces de travail géométrique
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1. INTRODUCTION (QUESTIONNEMENT INITIAL ET ELEMENTS THEORIQUES)

Le rapport des éléves aux figures' géométriques évolue tout au long de leur scolarité. La premiére
appréhension de la géométrie utilise des dessins, identifiés par leurs formes géométriques et une vision
iconique (Duval 2005). Progressivement les formes géométriques sont travaillées a travers les
¢éléments qui les composent, les angles, les cotés, les droites, les sommets et les points. Finalement le
concept de figure s’enrichit par le concept de propriété et les dessins deviennent progressivement des
représentations graphiques de figures. Le passage d’une vision de la forme a une vision par les sous
¢léments droites et points est appelée par Duval (2005) la décomposition dimensionnelle des formes.
Les ¢éleves appréhendent dans un premier temps des formes par leur surface, des éléments de
dimension 2 (2D). Puis ces surfaces sont décomposées et percues par les éléments de dimensions
inféricures, les cotés et les droites de dimension 1 (1D), pour finir par les sommets et les points,
¢léments de dimension 0 (0D). Cette prise en compte de I’évolution de la vision par un changement de
regard des figures géométriques est 1’objet d’étude des travaux de Duval et Godin (2005) et Offre
Perrin-Glorian et Verbaere (2006). Leurs recherches étudient en quoi [’utilisation d’instruments
classiques (régles, équerre) influence la perception des figures géométriques en accompagnant la
décomposition dimensionnelle des formes. Un de leur résultat est que le choix des instruments mis a
disposition lors d’une activité de reproduction de figure influence 1’appréhension de la figure et la
perception des propriétés topologiques des éléments 1D dans la figure a reproduire. Cependant
I’utilisation des instruments ne va pas de soi et doit étre prise en charge dans la séquence
d’apprentissage. La prise en compte des connaissances instrumentales en lien avec les connaissances
conceptuelles apparait a travers la genése instrumentale, processus de construction d’un instrument par
un sujet. Rabardel (1995) définit cette genése comme une composée de deux processus. Le processus
d’instrumentalisation, relatif a I’émergence et a 1’évolution des composantes de ’artefact, et le
processus d’instrumentation, portant sur I’émergence et 1’évolution des schémes sociaux d’utilisation.
Ainsi les artefacts ou outils de construction, sont les entités matérielles qui deviennent des instruments
lorsqu’ils sont associés a une finalité dans la résolution d’une tache. Dans le contexte de la géométrie,
les outils de construction sont porteurs de propriétés géométriques, comme la régle est porteuse de la
propriété d’alignement. S’approprier un instrument de construction comme la régle peut amener
I’utilisateur a s’approprier le concept d’alignement, et de passer d’une vision de la forme d’une figure
géométrique, vision 2D, a une vision par les droites qui la composent, éléments 1D.

Laborde et Capponi (1994) ont analysé 1’utilisation d’un Logiciel de Géométrie Dynamique
(LGD pour la suite) dans la validation de constructions géométriques. L’instrument central est le
déplacement utilis¢é comme un instrument qui permet d’identifier des invariants. Les invariants
correspondent aux propriétés géométriques associées aux constructions, propriétés embarquées
explicitement dans les Cabri-dessins” et assurées valides par le logiciel lui-méme. Coutat et Richard
(2011) ont utilisé un LGD pour un apprentissage instrumenté des propriétés dans le but de construire
une premicre axiomatique et amorcer un processus de validation s’appuyant sur un raisonnement
hypothético-déductif au début du secondaire (éléves de 12-14 ans). Les figures dynamiques sont
utilisées pour travailler la relation de subordination de la conclusion aux contraintes d’une propriété.
Ces deux recherches présentent des effets positifs quant a 1’utilisation d’un LGD pour I’apprentissage
des propriétés géométriques dans la construction d’une axiomatique.

A partir de ces résultats nous questionnons I’utilisation des instruments spécifiques d’un LGD
pour I’apprentissage des propriétés en fin de primaire (9-12ans). Dans une premiére partie nous
présentons en quoi les paradigmes géométriques (Houdement et Kuzniak 2006) et les Espaces de
Travail Géométriques (Kuzniak 2011) sont des outils pertinents pour notre étude. Puis nous présentons
la séquence didactique et quelques analyses résultant de sa mise en ceuvre en classe. Enfin nous
conclurons sur la nature des connaissances géométriques construites chez les éléves.

' Nous utilisons la définition de Laborde et Capponi 1994 : une figure géométrique est I'ensemble des
couples formés de deux termes, le premier terme étant le référent, le deuxieme étant ['un des dessins qui le
représente.

2 Nous reprenons la définition de Laborde-Capponi 1994 : une représentation graphique sur [’écran de
Cabri-géométre.
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2.  CADRE THEORIQUE

2.1 Modélisation des raisonnements géométriques au primaire a [’aide des paradigmes
géeométriques

Afin d’identifier les différents types de raisonnements en géométrie, nous utilisons les travaux de
Houdement et Kuzniak (2006) sur la notion de paradigmes géométriques qui permettent d’identifier
trois référentiels théoriques, suivant les relations entre les objets et la théorie associée a ces objets. Au
niveau GI, niveau de la géométrie naturelle, les objets de la réalité, les outils de construction et la
validation sensible sont prédominants. Au niveau GII, une premicre axiomatique apparait, ce qui
permet une validation s’appuyant sur des lois hypothético-déductives, cependant la référence a la
réalité subsiste. Enfin au niveau GIII, 1’axiomatique est construite sur un raisonnement formaliste, et la
validation s’appuie sur le raisonnement logique. Au cours de la résolution d’une activité, ces différents
paradigmes peuvent étre mobilisés conjointement. Braconne-Michoux (2008) s’est intéressée a
I’articulation entre les paradigmes GI et GII. Ces travaux s’appuient sur le découpage de van Hiele
(1958), proche de celui de Houdement et Kuzniak (2006), des raisonnement en géométrie. Van Hiele
(1958) définit 5 niveaux de pensée géométriques dans I’évolution des connaissances d’un éléve. Au
niveau 0 (NO), appelé niveau de visualisation, 1’éléve identifie les objets géométriques par leur forme
globale. Au niveau 1 (N1), niveau d’analyse, les éléves associent des propriétés aux objets
géométriques. Cependant, ces propriétés ne sont pas reliées entre elles. Ces liaisons apparaissent au
niveau 2 (N2), appelé déduction informelle, mais elles ne permettent pas encore de relier les objets
entre eux. Dans le niveau 3 (N3), déduction formelle, les liaisons se forment et les éléves peuvent
organiser certaines déductions formelles. Le dernier niveau (N4), niveau de rigueur, correspondrait a
I’état des connaissances du mathématicien expert. En utilisant les travaux de van Hiele (1958)
conjointement aux paradigmes géométriques de Houdement et Kuzniak (2006), Braconne Michoux
(2008) apporte une certaine finesse a ’articulation GI/GII. Ainsi elle montre que le niveau d’analyse
(N1) peut étre envisagé comme une « zone de tuilage » entre les paradigmes GI et GII. Ainsi le niveau
d’analyse est partagé en deux niveaux : GI-N1 et GII-N1. Ces résultats s’appuient sur I’analyse du
statut du dessin et la réflexion de 1’éléve. Dans le paradigme GI, le dessin est I’objet d’étude et de
validation et la validation est perceptive voire instrumentée. Dans le paradigme GII, la figure devient
objet d’étude et la validation s’organise autour des propriétés. Or dans le niveau d’analyse, le dessin se
rapproche du concept de figure (GII) mais les propriétés restent indépendantes les unes des autres
(GI). Ainsi I’articulation (GI/GII) peut étre travaillée en s’appuyant sur le niveau N1 d’analyse de van
Hiele, ce qui pourrait revenir a travailler sur les propriétés en vue d’enrichir le concept de figure.

2.2 Les instruments dans un LGD

Un travail spécifique sur les instruments de construction (Duval Godin 2005) peut permettre un travail
sur les propriétés géométriques. Dans un LGD les instruments disponibles différent des instruments
classiques utilisés en papier-crayon, par exemple le déplacement n’existe pas en dehors du logiciel.
Restrepo (2008) identifie plusieurs instruments déplacements qu’elle classe en fonction de différentes
finalités. Nous pointons ici deux déplacements spécifiques. Le premier instrument est le déplacement
pour identifier les invariants de la figure, Di pour la suite. Cet instrument déplacement est classé dans
les déplacements exploratoires, elle le définit ainsi :

Etant donnée une construction, on déplace les points de base afin de trouver ses invariants.

Ainsi, on peut identifier les propriétés géométriques de la figure. (Restrepo A. 2008, p.43)

Le deuxiéme instrument que nous retenons est I’instrument déplacement pour valider une construction
Dc pour la suite, classé dans les déplacements pour valider ou invalider une construction :

Déplacer tous les points déplagables d’une construction pour voir si celle-ci conserve les
propriétés apparentes a 1’état initial. Si c’est le cas, alors la construction est validée ; dans le cas
contraire, elle est invalidée, la construction n’avait pas été construite selon les propriétés
géométriques demandées. (Restrepo A. 2008, p.44)
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Ces deux instruments (Di et Dc) sont différents car les schémes sociaux d’utilisations sont différents
tout comme les connaissances et signifiés mathématiques en jeu. Le Di est un déplacement ouvert,
souvent « erratique » et peu systématique, car il ne s’appuie sur aucun a priori : il est exploratoire.
Lors de la mise en ceuvre du Dc, I’exploration est beaucoup plus fermée, elle suit des directions et des
trajectoires particulieres. Le sujet a une attente précise lorsqu’il le mobilise, il lui associe une
observation attendue. Ce deuxiéme instrument différe aussi du premier car il a un statut de validation
des constructions réalisées, ce qui n’est pas le cas pour le Di.

2.3 Espace de travail géométrique avec un LGD

Les Espace de Travail Géométrique (ETG pour la suite) développés par Kuzniak (2011) permettent de
travailler conjointement le processus de genése instrumentale, le processus d’évolution du regard des
figures géométriques et le processus d’appropriation des propriétés. Ils modélisent D’activité
mathématique lors de la résolution de probléme en utilisant deux plans. Un premier plan contenant les
objets matériels, I’ensemble des artefacts et le systeme théorique de référence, est appelé le plan
épistémologique. Le second plan est le plan cognitif, il est associé aux connaissances géométriques
dans leur mise en ceuvre. Ces deux plans s’enrichissent mutuellement grace a trois processus de
genese : instrumentale, vidéo-figurale et discursivo-graphique. Ces trois genéses sont les supports de
trois types de démarches, une démarche de découverte, une démarche de validation et une démarche
de modélisation. Nous renvoyons le lecteur a la figure 4 de I’article « Introduction : Espaces de travail
mathématique. Point de vue et perspectives ». Nos attentes concernant 1’évolution de la vision des
figures géométriques implique une genése vidéo-figurale dans laquelle les dessins sont considérés
comme des représentations particuliéres de figures géométriques, et les figures géométriques comme
une construction mentale s’appuyant sur des dessins, des propriétés, des textes. L’évolution de cette
vision peut s’appuyer sur la genése instrumentale du déplacement pour identifier les invariants.
L’articulation de ces deux genéses définit la démarche de découverte. L’appropriation du concept de
figure s’appuie aussi sur D’appropriation des propriétés, ce qui renvoie a la genése discursivo-
graphique. Ces deux genéses constituent la démarche de modélisation. Enfin, 1’appropriation du
déplacement s’articule avec I’identification des propriétés, la genése instrumentale se réalise avec la
genese discursivo-graphique, ensemble elles définissent la démarche de validation.

3.  ANALYSE A PRIORI

3.1 Description de la séquence didactique

Afin d’étudier les différentes genéses et les différentes démarche relativement au concept de propriété
géométrique avec un LGD, nous mettons en place une ingénierie didactique qui reprend les travaux de
Duval et Godin (2005) et les travaux de Assude et Gélis (2002). Ces derniers étudient I’intégration
d’un LGD a l’aide de la dialectique ancien-nouveau sur des types de tiches et de techniques. Par
exemple ils réintroduisent des tiches anciennes, a résoudre a 1’aide de techniques nouvelles. Un de
leurs résultats forts que nous retenons est que 1’entrelacement entre des tiches papier-crayon et des
taches avec le LGD une réelle intégration d’un LGD dans I’enseignement de la géométrie. Les
connaissances instrumentales issues du travail avec le LGD doivent étre liées explicitement aux
connaissances conceptuelles acquises dans 1’environnement papier-crayon.

L’ingénierie didactique se déroule dans une classe de Suisse Romande a double degrés avec
11 éléves de 10-11 ans et 9 éléves de 11-12 ans (deux dernieres années de primaire). Elle s’appuie sur
Cabri Elem un logiciel de géométrie dynamique adapté au primaire, issu du logiciel Cabri-géométre,
ou les activités se présentent sous forme de cahiers virtuels. Chaque page du chier est une page du
LGD, avec une sélection des outils de construction spécifiques au LGD, une consigne et une zone de
construction. La Figure 1 présente un exemple de page d’un cahier Cabri Elem.
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Figure 1

Nous avons congu, avec I’enseignante, cinq cahiers Cabri Elem, chaque cahier contenant 10 a 15
pages. Le traitement d’un cahier prend entre 45 mn et 90 mn. Chaque cahier Cabri Elem est
systématiquement suivi d’une séance qui a lieu quelques jours plus tard. Pendant cette séance, un seul
ordinateur est présent et est mis a disposition de I’enseignant. Les éléves utilisent leurs notes prises
pendant la séance précédente pour relater leurs interactions avec le logiciel. L’enseignante réalise les
différentes actions sur ’ordinateur dont 1’écran est projeté, partagé avec la classe. Ces activités ont
pour but de discuter collectivement des objets travaillés dans le cahier dynamique correspondant. Ces
séances papier-crayon durent entre 45 mn et 90 mn. Chaque cahier Cabri Elem, suivi de sa (ses)
séance(s) en papier-crayon est appelé un regroupement de séances. Chaque regroupement’ de séances
est associ¢ a un objectif d’apprentissage mathématique travaillé dans I’environnement dynamique
(Cabri Elem) et dans I’environnement papier-crayon. Ainsi, au sein de chaque regroupement, trois
types d’activités sont mises en place : les activités de résolution avec le cahier Cabri Elem, les
activités collectives avec Cabri Elem projeté, les activités avec papier-crayon.

3.2 Le paradigme attendue de la séquence d’enseignement

Les activités dans D’environnement dynamique du LGD visent un travail sur les propriétés
géométriques d’un Cabri-dessin. Les propriétés que nous visons peuvent étre des propriétés de
perpendicularité ou parallélisme, ou la reconnaissance de figures usuelles comme le rectangle, le carré
ou le losange Ces propriétés peuvent étre abordées a travers la genése instrumentale de Di et Dc. Le fil
conducteur instrumental des activités dans I’environnement dynamique est la construction de ces deux
instruments. Pour cela nous avons choisi d’utiliser une tache ancienne : des activités de reproduction
avec des techniques nouvelles associées au LGD. Dans ces nouvelles activités, les éléves doivent
réaliser une construction a partir d’un Cabri-dessin donné, la consigne étant que leur construction doit
se comporter au cours du déplacement comme le modele. Cette consigne représente un changement de
contrat didactique fort, car la validation ne s’appuie plus sur une superposition de la reproduction au
modele, c'est-a-dire que les éléves ne peuvent pas reproduire uniquement une forme (élément 2D)
mais une figure avec ses propriétés. La résolution de cette activité passe par l’identification des
invariants du Cabri-dessin-modeéle, c'est-a-dire utiliser le Di pour identifier les propriétés de la figure.
Les observations issues de ce déplacement doivent permettre d’identifier les relations entre les objets
qui perdurent au cours du déplacement. Ensuite, I’objectif est de reproduire ces invariants a I’aide des
instruments disponibles. Comme 1’objectif final est de reproduire le Cabri-dessin modéle, le Di peut
aussi étre associé a la déconstruction instrumentale telle qu’elle est définie par Mithalal (2010), c'est-a-
dire identifier I’enchainement ordonné des actions permettant de reproduire une représentation
graphique d’un objet géométrique. La validation d’une reproduction repose sur le Dc qui contrdle si
les deux constructions ont des comportements similaires au cours du déplacement. Le travail sur ces
déplacements, devrait permettre de se focaliser sur les relations entre éléments 1D voire 0D et non
plus sur les formes (éléments 2D) a reproduire, comme observé dans Coutat 2011.

? Une description des regroupements de séances est détaillée en annexe 1
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Le paradigme idoine de notre séquence est le niveau GII-N1. La perception et le sensible
restent présents, et le raisonnement attendu s’appuie sur I’identification de propriétés et leur
reproduction.

3.3 Analyse a priori d 'une activité avec un LGD : Quel ETG idoine ?

Nous nous centrons sur I’analyse des procédures des éléves au cours de la résolution d’une activité
(Figure 1Erreur ! Source du renvoi introuvable.) issue du cahier Cabri Elem du regroupement 4
« Compas et Cercle* » dans le but de modéliser le traitement du travail des éléves a I’aide des ETG
(Kuzniak 2011). Le Cabri-dessin donné comme modéle se compose d’un quadrilatére quelconque et
de deux cercles. Les relations entre le quadrilatére et les cercles sont rendues visible pour la clarté du
texte sur la Figure 2. Chaque cercle a pour centre un sommet du quadrilatere, les deux sommets étant
opposés. Le rayon de chaque cercle est donné par un des cotés du quadrilatére, opposé au centre du
cercle. Pour identifier ces relations entre les cercles et les cotés du quadrilatére il est indispensable de
déformer le quadrilatére en déplagant les sommets. La reproduction commence par la construction du
quadrilatére. Pour construire les cercles il faut utiliser [’outil cercle en désignant tout d’abord une
longueur (ici sous la forme d’un segment) qui définit le rayon du cercle puis en désignant un point qui
sera le centre du cercle. Dans notre cas, le rayon est un c6té du quadrilatére, le centre un sommet
oppos€ au co6té choisit. Nous notons cette utilisation de 1’outil cercle : Cercle(Rayon,Centre). Une
autre utilisation de cet outil, plus conventionnelle, est de désigner tout d’abord un premier point
comme centre puis un deuxiéme point, la distance entre le centre et ce deuxiéme point correspondant
au rayon du cercle. Nous notons cette deuxiéme utilisation du cercle : Cercle(Centre,Point). Ces deux
utilisations de l’outil cercle sont accessibles a partir de la méme icone, elles définissent deux
instruments pour un méme outil. Au moment ou les éléves commencent 1’activité de la Figure 1 les
deux utilisations de 1’outil cercle sont connues des éléves.

& Reconstrus le dessin cr-dessous. 13 construction dot bouger 9. Reconstruis (& dessin chdessous. Ta construction do bouget
comme |& modéle, Note sur ta feulle comment tu as fait | comme jo modole. Note sur ta feulle commaent tu as fait
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Cercle | arde 2

Figure 2 Figure 3

La réalisation de cette activité demande tout d’abord 1’utilisation de 1’instrument Di pour identifier les
propriétés de la figure c'est-a-dire les relations entre les rayons des cercles et les cotés du quadrilatere.
Le déplacement de certains sommets du quadrilatére, modifie le rayon du cercle comme illustré sur la
Figure 3. Une fois que les relations entre les cercles et les c6tés du quadrilatére sont identifiées, il faut
associer le bon schéme d’usage a [Doutil cercle pour mettre en ceuvre D’instrument
Cercle(Rayon,Centre). Enfin la validation de la reproduction utilise le Dc sur les deux constructions
afin de s’assurer que Cabri-dessin modéle et le Cabri-dessin construit ont des comportements
similaires au cours des déplacements. Cette reproduction ne peut pas s’appuyer sur une vision 2D du
Cabri-dessin mais elle doit prendre en compte les relations entre les droites (1D) et les points (0D).
Nous plagons cette réflexion au niveau GII-N1. La décomposition instrumentale permet d’identifier
que le quadrilatére doit étre construit en premier, puis les cercles dont les rayons dépendent des cotés
du quadrilatére. De plus, cette reproduction utilise un seul des deux instruments associ¢ a 1’outil
cercle, ’instrument Cercle(Rayon,Centre). Pour résoudre cette activité les éléves doivent maitriser les

4 Le cahier est décrit dans I’annexe 2.
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instruments Di, Cercle(Rayon,Centre) et Dc. La Figure 4 est I’adaptation de la figure 1 présentée dans
I’article « Introduction : Espaces de travail mathématique. Point de vue et perspectives » notre activité.

Raisonnement et validation
s’appuyant sur des invariants
perceptifs au cours du
déplacement.

Visualisation d’un objet par
ses invariants perceptifs

Constructions s’appuyant
sur des invariants
perceptifs (Di et Dc)

Plan cognitif

Validation des invariants perceptifs
au cours du déplacement

Distinction dessin/figure

Appropriation des instruments
Di, Dc, et
Cercle(Rayon,Centre)

Environnement
dynamique

Di, Dc, et
Cercle(Rayon,Centre)

Plan épistémologique

Figure 4

4. LESETGPERSONNELS CONSTRUITS PAR LES ELEVES

Nous avons expérimenté cette activité avec neuf bindmes. L’analyse du travail de ces neuf bindmes
nous amene a identifier cinq ETG personnels. Les principales actions des bindmes considérés sont en
annexe. Pour identifier ces cinq ETG, nous caractérisons les trois genéses a travers les processus de
résolution des ¢éléves. Le regard sur le Cabri-dessin modele nous renseigne sur la genése vidéo-figurale
des éléves. La caractérisation de la genése instrumentale s’appuie sur I’analyse des instruments Di, Dc,
Cercle(Rayon,Centre) et Cercle(Centre,Point) mobilisés par les éléves. La perception des relations
entre les cercles et le quadrilatére et leur validation pour conclure la reproduction nous renseigne sur la
genése discursivo-discursive. Chaque profil est nommé en spécifiant 1’état supposé de chacune des
genéses pour cette activité. Nous concluons sur le paradigme des ETG personnel en essayant de
définir les trois démarches associées aux trois genéses.

4.1 ETG profil iconique/non instrumentée/sans propriétés

Ce profil concerne un bindme observé. Les éléves n’utilisent pas le Di dans I’exploration du modele.
Cela implique qu’ils ne peuvent pas identifier les propriétés géométriques de la figure et les réinvestir
dans leur construction. Lorsque ces éléves essaient de reproduire la figure, ils utilisent 1’instrument
Cercle(Centre,Point) en prenant un sommet du quadrilatére comme centre et un point quelconque du

Tous droits réservés © 2014 Le comité éditorial ETM3



Actes ETM3 Troisieme symposium Espace de Travail Mathématique 170

plan pour définir le rayon de chaque cercle. Les cercles obtenus n’ont pas les mémes relations de
dépendance au quadrilatére que la figure modele, pourtant la reproduction est superposable au
modele : méme taille, méme orientation. Les éléves invalident systématiquement leurs tentatives en
déplagant un sommet du modele puis le sommet correspondant de leur construction (Dc). Ils prennent
conscience que leur construction ne se déforme pas comme le modéle sans parvenir a identifier les
relations du modele. La genése vidéo-figurale qui devrait permettre de distinguer dans le Cabri-dessin
les relations entre les cercles et le quadrilatére n’est pas fonctionnelle, les éléves ont une vision 2D de
la figure. Le processus de genése instrumentale semble particuliérement avancé pour la validation par
la mise en ceuvre du Dc mais pas pour I’exploration avec aucune utilisation du Di. La démarche de
découverte reste perceptive et non instrumentée. La démarche de modélisation utilise une perception
du dessin et une vision iconique et la démarche de validation utilise le DC pour comparer une
succession de dessins-modéle et dessin-construits. Leur ETG personnel se situe dans le paradigme GI-
NO car ils considérent des objets géométriques par leur aspect général en mobilisant une vision 2D,
dépourvu de propriétés.

4.2  ETG profil non iconique/non instrumentée/sans propriétés

Deux bindmes observés correspondent a ce profil. Les éléves associés a ce profil mobilisent peu le Di
au début de leur résolution. Il semble que le Dc utilisé pour valider le soit aussi pour explorer le
modeéle, car en identifiant les différences entre leur Cabri-dessin et le Cabri-dessin modéle ils
identifient aussi certains invariants de la figure modele. Ils finissent par identifier que les rayons des
cercles sont liés a des cotés du quadrilatére, sans pouvoir préciser quels cotés. Cependant, comme pour
les ¢éleves du profil précédent, ces éléves utilisent I’instrument Cercle(Centre,Point). Ils prennent
conscience de relations dans la figure modele, sans parvenir a identifier quels objets sont liés. Ainsi ils
ne peuvent pas s’organiser pour reproduire ces relations dans leur reproduction. Le fait que le
processus de genése instrumentale concernant 1’instrument Cercle(Rayon,Centre) ne soit pas
opérationnel est certainement une difficulté supplémentaire pour ces éléves. La genése vidéo-figurale
est probablement plus avancée que le profil précédent, sans pour autant étre aboutie. La démarche de
découverte est perceptive mais instrumentée ce qui leur permet d’enrichir leur analyse de la figure en
considérant les éléments qui le compose. La démarche de modélisation leur permet d’identifier des
relations sans pouvoir exprimer des propriétés. Enfin leur démarche de validation s’appuie sur
I’identification d’invariants entre les deux Cabri-dessin. Etant donné que leur genése instrumentale et
vidéo-figurale sont plus avancées que le précédent profil, nous considérons que ’ETG de ce profil se
situe dans le paradigme GI-N1.

4.3 ETG profil non iconique-non instrumentée-avec liaisons perceptives

Trois bindmes sont associés a ce profil. Ils mettent en ceuvre tot I’instrument Di dans leur exploration.
Ils parviennent a identifier les relations entre les cercles et les cotés du quadrilatére. Cependant, ils
rencontrent des difficultés dans I’utilisation de I’instrument Cercle(Rayon,Centre). Ils 1’utilisent en
désignant un coté du quadrilatére modeéle et non un coté de leur propre quadrilatére comme rayon, puis
ils désignent un sommet du quadrilatére construit comme centre du cercle. Ils obtiennent une
construction qui ne posséde pas de relations internes a elle-méme, mais des relations avec le modéle.
Les centres des cercles construits, sont liés aux sommets des quadrilatéres construits mais les rayons
sont définis par les cotés du quadrilatére modele. La genése vidéo-figurale est avancée dans le sens ou
les éléves identifient les relations internes a la figure et ne contentent pas d’une analyse par la forme et
la taille. La genése instrumentale est elle aussi avancée. Les éléves analysent la figure modéle en
utilisant le Di, mobilisent 1’instrument Cercle(Rayon,Centre) pour reproduire les cercles et évaluent
leur production a I’aide du Dc. Pourtant ils ne parviennent pas a une reproduction correcte.
L’utilisation de I’instrument Cercle(Rayon,Centre) démontre que les éléves ne parviennent pas a se
détacher des liaisons perceptives du modele pour les transformer en relations entre objets
géométriques d’une méme figure. L’utilisation pertinente des Di et Dc associée a la décomposition
dimensionnelle de la figure permet a ces éléves d’avoir une démarche de découverte qui s’appuie sur
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la figure. La démarche de modélisation considére ainsi les propriétés du Cabri-dessin modéle, mais ces
propriétés restent spécifiques au modéle et ne peuvent en &tre détachées. L’ utilisation qu’ils font de
I’instrument Cercle(Rayon,Centre) démontre que les éléves ne parviennent pas a considérer les
propriétés indépendamment du modele, c’est pour cette raison que nous considérons que cet ETG
fonctionne dans le paradigme GI-N1

4.4  ETG profil 4 non iconique-instrumenté-avec propriétés instrumentées

Un binéme est défini par ce profil. Les éléves mettent en place une procédure trés surprenante. Ils
utilisent le Di dans I’exploration, sans chercher a identifier précisément les relations entre les cercles
et les cotés du quadrilatére, c’est-a-dire qu’ils ne cherchent pas a identifier quel coté est associé a quel
rayon de cercle par de Di. La deuxiéme étape dans leur exploration s’appuie sur 1’utilisation détournée
de l’instrument Cercle(Rayon,Centre). Les éléves utilisent cet instrument pour identifier a quel coté
chaque cercle est lié. Ils sélectionnent 1’outil cercle, puis ils désignent un c6té du quadrilatére, ce qui
leur donne un cercle avec un rayon constant dont il ne reste plus qu’a relié a un point comme centre.
Les ¢leves déplacent le cercle dans le plan afin d’identifier a quel cercle du modele il peut se
superposer. Lorsqu’aucune superposition n’est possible, ils construisent un nouveau cercle li¢ a un
autre coté jusqu’a ce qu’ils obtiennent un cercle superposable a un cercle du modé¢le. Une fois ce
cercle obtenu, ils reproduisent la construction avec leur quadrilatére. La genése instrumentale de
I’outil Cercle(Rayon,Centre) est trés avancée, tout comme le Dc, le Di est utilis¢ dans une premicre
exploration puis remplacé par 1’utilisation détournée de Cercle(Rayon,Centre). La genese vidéo-
figurale semble s’appuyer d’avantage sur les ¢léments de 1’espace réel que sur les relations qu’ils
peuvent avoir entre eux. La démarche de découverte démontre une réflexion instrumentée sur la
figure. La démarche de modélisation utilise une vision du Cabri-dessin par ses propriétés. La
démarche de validation s’appuie sur la comparaison des invariants de la figure modéle et la figure
construite. Pour ces éléves le paradigme associé a leur ETG est le paradigme GII-NI1.

45 ETG profil non iconique-instrumenté-avec propriétés

Les procédures utilisées par les derniers éléves de cette analyse démontrent un certain aboutissement
dans les différentes genéses. L’exploration du mode¢le s’appuie sur le Di, puis la construction utilise de
fagon adéquat I’instrument Cercle(Rayon,Centre). La validation repose sur ’instrument Dc utilisé en
paralléle sur le modele et la construction. Ces éléves ont une utilisation pertinente des différents
instruments disponibles et une vision du Cabri-dessin mod¢le par ses propriétés. La démarche de
découverte s’appuie sur 1’identification des propriétés de la figure par le déplacement. La démarche de
modélisation reprend les différentes propriétés et enfin la démarche de validation démontre une
réflexion sur la figure et ses propriétés. Leur ETG personnel semble proche de I’ETG idoine ainsi le
paradigme identifier est le paradigme GII-N1.

5.  CONCLUSION

5.1 ETG personnels et ETG idoine

Nous avons identifi¢ cinqg ETG personnels, pour trois paradigmes. Le paradigme GI-NO est associé¢ a
un ETG et un bindme pour lequel les différentes genéses sont encore en construction. Le paradigme
GI-N1 est associ¢ a deux ETG et a cinq bindmes. Pour ce paradigme, les genéses sont aussi en
construction mais commencent a €tre mise en pratique. Les éléves rencontrent des difficultés, soit dans
la genése vidéo-figurale et la distinction du dessin et de la figure, soit dans la genése instrumentale
avec une difficulté dans I’utilisation de I’instrument Cercle(Rayon,Centre). Ces différentes difficultés
impliquent une réflexion plutdt perceptive et instrumentée ou les propriétés sont perceptives voire non
identifiées. Enfin le dernier paradigme est le paradigme visé par ’ETG idoine, GII-N1. Il concerne
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deux ETG et trois binomes. Ces €léves ont su mettre en ceuvre les différentes genéses pour identifier
les propriétés de la figure, les réinvestir dans leur reproduction et valider leur production. L analyse
des procédures des ¢éleéves en utilisant les ETG permet d’identifier que les différentes genéses sont les
¢éléments moteur de 1’évolution de leurs ETG personnels vers un niveau GII-N1 et que ces genéses
s’enrichissent les unes des autres.

5.2  Bilan et perspectives

L’ingénierie que nous avons mise en place avait pour but de nous éclairer sur les apports éventuels
d’un LGD dans un travail sur les propriétés géométriques en fin de primaire (9-12 ans). L’ETG idoine
correspondant a 1’activité présentée s’appuie sur trois genéses. La genése vidéo-figurale vise une
vision des Cabri-dessins par leurs propriétés et non par leur forme, elle s’appuie sur la décomposition
dimensionnelle et 1’évolution de la vision vers une vision non iconique de la figure. La genese
instrumentale vise une appropriation des instruments Déplacer pour identifier des invariants et
Déplacer pour valider une construction qui sont utilisées tout au long de la séquence. La genése
discursivo-graphique vise une validation qui s’appuie sur les propriétés géométriques des figures
proposées. Le paradigme de I’ETG idoine se situe au niveau GII-N1. Les différentes analyses des
¢éléves observés montrent que 1’'utilisation d’un LGD et ses instruments spécifiques pour un premier
apprentissage des propriétés a effectivement un impact sur les connaissances des éléves. C’est par
I’aboutissement des trois geneses que le paradigme GII-N1 est effectivement le paradigme dans lequel
les éleves résolvent 1’activité. Il serait intéressant de questionner les effets a long terme de 1’utilisation
d’un LGD pour I’apprentissage des propriétés et particulierement 1’introduction du paradigme GII
avec le travail sur la démonstration. On pourrait aussi questionner une utilisation plus précoce d’un
LGD. Cette introduction ne viserait en aucun cas une approche du paradigme GII mais elle permettrait
de facilit¢ la genése instrumentale spécifique a I’environnement dynamique, et I’exploitation du
paradigme GI-N1. Cela aurait probablement un impact sur la facilité ultérieure de la mise en place des
deux autres geneses dans la visée d’un travail sur le paradigme GII-N1.

REFERENCES BIBLOGRAPHIQUES

Assude T., Gélis J-M (2002) La dialectique ancien-nouveau dans 1’intégration de Cabri a I’école
primaire, Educational Studies of Mathematics 50 259-287

Braconne-Michoux, A. (2008) Evolution des conceptions et de l’argumentation en géométrie chez les
éléves : paradigmes et niveaux de van Hiele a [’articulation CM2-6"", Thése de Doctorat de Paris
Diderot — Paris 7

Coutat S. (2012) Vers une évolution de la vision en géométrie au primaire avec un logiciel de
géométrie dynamique, Math-Ecole, 218, 50-55.

Coutat S., Richard P.R. (2011) Les figures dynamiques dans un espace de travail mathématique pour
I’apprentissage des propriétés géométriques, Annales de didactique et de sciences cognitives 16,
97-126.

Duval R. (2005) Les conditions cognitives de 1’apprentissage de la géométrie : développement de la
visualisation, différenciation des raisonnements et coordination de leurs fonctionnements. Annales
de didactique des sciences cognitives, 10, 5-53.

Duval R., Godin M. (2005) Changement de regard nécessaire sur les figures, Grand N 76, 7-27

Houdement C., Kuzniak A. (2006) Paradigmes géométriques et enseignement de la géométrie.
Annales de didactique et de sciences cognitives, 11, 175-193.

Kuzniak A. (2011) L’espace de travail mathématique et ses genéses. Annales de didactique et de
sciences cognitives, 16, 9-24.

Tous droits réservés © 2014 Le comité éditorial ETM3



Actes ETM3 Troisieme symposium Espace de Travail Mathématique 173

Laborde C., Capponi B. (1994) Cabri-Géomeétre constituant d’un milieu pour I’apprentissage de la
notion de figure géométrique. Recherches en didactique des mathématiques 14 (1.2) 165-210.

Mithalal J. (2010) Déconstruction instrumentale et déconstruction dimensionnelle dans le contexte de
la géométrie dynamique tridimensionnelle, These de doctorat de 1'université J. Fourier, Grenoble.

Offre B., Perrin-Glorian M.-J. Verbaere O. (2006) Usage des instruments et des propriétés
géométriques en fin de CM2, Grand N 77, 7-34.

Rabardel P. (1995) Les hommes et les technologies, une approche cognitive des instruments
contemporains. Paris : Armand Colin édition.

Restrepo A. (2008) Genése instrumentale du déplacement en géométrie dynamique chez des éléves de
6'°"™. Thése de doctorat de I’université Joseph Fourier Grenoble.

van Hiele .P.-M., van Hiele-Geldof, D. (1958) A Method of Initiation into Geometry; in Report on
methods of Initiation into Geometry, in H. Freudenthal, Learning and Understanding in
Mathematics, a Tribute to Richard Skemp 27-47

ANNEXE 1
Regroupement 1 - Les petites bétes

Séance 1 - Cahier 1: éléves en bindme avec Cabri Elem, introduction a I’environnement
dynamique, premiére approche des instruments de construction (point, droite,
segment, triangle, cercle et carré) et premiéres utilisations de Di et Dc.

Séance 2 : en classe entiére, Cabri Elem projeté, introduction de la feuille de constat
Regroupement 2 - Paralléles et Perpendiculaires

Séance 1 - Cahier 2: éléves en bindme avec Cabri Elem, introduction des instruments de
construction Perpendiculaire et Paralléle, applications pour reproduire un rectangle et
un parallélogramme.

Séance 2 : en bindme, a partir de films extraits de la séance précédente, les ¢éléves évaluent
I’utilisation des instruments Perpendiculaire et Paralléle.

Séance 3 : en classe entic¢re, extraits de la séance cahier 2- séance 2 projetés, mise a jour de la
feuille de constat avec les nouveaux instruments Perpendiculaire et Paralléle.

Regroupement 3 — Carré, Rectangle, Losange ...
Séance 1 : avec Cabri Elem, reconnaitre et identifier des quadrilatéres donnés (évaluation notée)
Séance 2 : avec papier-crayon, correction de I’évaluation en papier-crayon
Regroupement 4 - Compas et Cercle
Séance 1 : avec Cabri Elem, introduction de I’instrument Cercle(Rayon,Centre)
Regroupement 5 - Symétries
Séance 1 : avec Cabri Elem, introduction de I’instrument Symétrie Axiale avec le déplacement

Séance 2 : avec Cabri Elem, introduction de I’instrument Translation avec le déplacement.
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ANNEXE 2 — cahier Compas-Cercle

Cercle et ﬂ

-, o Objectif activité : identifier et mettre en ceuvre deux
compas

utilisations de 1’outil cercle, avec un segment donné
comme rayon Cercle(Rayon,Centre), ou un point sur le
cercle Cercle(Centre,Point). Réinvestissement dans
diverses activités

Déroulement : moments de travail en binome entrecoupés
de moments collectifs sur I’utilisation des outils cercle.

»
2= Dégdace les poants 8l Note 168 chasrvitions sur b fsulle
Ala page sunvante tu dewas reconstruee le cercle rouge, le cerde
0range o ko cercla bleu & partl des SHMENIS Vit vialet of now L, . ,
Atertion tu n'sura plus le modéle Les noms des cercles et des segments ont été ajouté pour
22 ’article, pour faciliter la compréhension.

/ a \ Le cercle 1 a pour rayon le segment c.
' | L) ¢ Le cercle 2 a pour rayon le segment b.

Le cercle 3 a pour rayon le segment a.

52 Cardie 2 s Le changement de longueur des segments change les
e rayons des cercles.

- Q) = U= v

L’enseignante présente la consigne de la page la page 2, les éléves manipulent, observent et prennent
des notes, puis I’enseignante demande que tout le monde passe a la page suivante

Mise en ceuvre des deux utilisations possibles de 1’outil
BrUKs (8 Corclo 1ouge, arange ot |a ceecla Moy a partr des cercle.

' verl, Vot & nat. Guand fu pefises avoir fink. clidue s Pour les cercles 1 et 3 Cercle(Rayon,Centre) en utilisant le
o segment ¢ comme rayon pour le cercle 1 et une extrémité
du segment a comme centre ; et le segment a comme rayon
pour le cercle 3 et une extrémité du segment ¢ comme
centre.

- ~———| | Pour le cercle 2 Cercle(Centre,Point) avec une extrémité
du segment b qui définit le centre et 1’autre extrémité qui
définit la longueur du rayon

2 DE RBES On peut aussi utiliser Cercle(Rayon,Point) pour le cercle 2
avec le segment b comme rayon et une extrémité du
segment 2 comme centre.

Page 3 : L’enseignante institutionnalise I’utilisation de I’instrument Cercle(Rayon,Centre) a partir
d’un rayon puis d’un centre et note 1’utilisation au tableau noir, exemple avec le premier cercle (1),
puis les éléves terminent seuls les deux autres cercles.

A M0 866 S8gMents Sant des modeses, T dom ks (efaie pour
Line fois terming citpoe sur fo bouton: (0
’ S ) Application de I’utilisation de I’instrument
Cercle(Rayon,Centre).
Les segments deviennent déformables lorsqu’on valide.
Validation 1’¢léve : lorsqu’il modifie la longueur des
segments vert et rouge, le rectangle doit aussi se modifier.
- Q= =5

Page 4 non abordée en collectif
Relances : comment fait-on en papier crayon ? Par quoi commence-t-on en papier crayon ? Faire
référence a la définition de 1’instrument Cercle(Rayon,Centre) au tableau.
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5 Reconstrus ke desse chdessous Th coestructon dok Douger
omme ke mockss. Nobs sur B fsealle commaent i as Tal

Le quadrilatére est un quadrilatére quelconque. Le cercle a
pour rayon un des cotés du quadrilatére, opposé au centre
du cercle.

4
S0=EE=ED

Pages 6 a 8 : sur le cercle comme ensemble de points a égale distance du centre, travaillé a travers une

simulation d’un jeu de pétanque. Utilisation de I’outil cercle pour I’instruement Cercle(Centre,Point)

| 5 Reconstuts 16 dessin c-dessos. Ta congtruction dok Daugel

| commmSTE odéls. Note s by feuile commes U 35 tad
| ~ .

\
\ .
.

Z | T Le quadrilatére est quelconque.
/L Chaque cercle a pour rayon un des cotés du quadrilatére,
L =\ / opposé a son centre.
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ANNEXE 3 — Production profil Iconique

5 AR onabum 1 Seabn L DGUE T8 LON LN O
sfean e rocein. Ache skt b dethe compuent by wn dat

yager

-

o L - A v

1-Translation du modéle par déplacement du
quadrilatére dans sa globalit¢ (pas de
déformation).

1ol Leaige

3P ompri 00 Jeabn o Oesaoun T con ST LR
Sz b rooddhe. Na M 1 ey e comamaet W es fad

sl )
.~.‘
G emrde = O
2-Construction en conservant la taille,

I’orientation et la forme du mode¢le (Quadrilatére
puis Cercle(Centre,Point))

U b Dapha Craten Th LoD ERNCHOR S0t Douge

rree be reocele Sciie i Wy e correerd iy e gt 4

= A EN

3-Ajustement perceptif du rayon des cercles
construits

Ll denn o eresous "6 cunt Gt TN DOTRRN,
racdee Mo ver W Sedie copdmrty A I

| 1}
I !
\ \ 5 Y v‘;'
/
W =
\ ‘ v
] =g\
\
= e .‘!),

4-Déplacement d’un sommet du modele et
déformation du modéle

- Reconwren ¢ coan o gristus T SomitechoN Ol Stuper
orerw e mo0ee ke agf  Siile comevent tn ms Nt

= “7 ﬁ

(
NG P

s

5-Déplacement d’un sommet de la construction et
déformation de la reproduction

% e Ao G aeshoul T SO Ior DO Bouge

e @ modeh 1Ete a1 el SOy b d

s e

\ -
S

v

6-La construction est effacée par les éléves.

Tous droits réservés © 2014 Le comité éditorial ETM3




Actes ETM3

Troisieme symposium Espace de Travail Mathématique

177

ANNEXE 4 — Production profil 2

wruction Aok Beege!

e B s fad

B Macsentran w Swnan o dgstded Ta
sarare e rodee. Note wurle Rl cor

1-Déplacement d’un sommet du modéle

5 Raconsuus be dash P ceeesiius W harals then M bosger
coTTe i mocele. Note war t fackie chrvrent tu ae e

2- Déplacement d’un autre sommet du modéle

1 Deanper
ot

9 Rpcoratiem w 0on C-dosenns Te comerun
g W Tmdge Nets s 1a e ote T

3-Reproduction a I’aide de I’instrument
Quadrilatére puis Cercle(Centre,Point) en
utilisant un des sommet du quadrilatére construit
et un point libre.

wEtion dot hocgee
Wt

- Recanstus le dewsi et B
RO T Thenbige. Noto A 1 feiste &

- -y

Q= =D

4-Déplacement d’un sommet du quadrilatére
construit

¥ Maconevus s desny :ﬂ;:.& ™
soevre b reoatie. Nl Set bl 4 o
\

5-Déplacement du méme sommet du quadrilatére
modele

P Reconstus e dtapn srceanus Ty conenstion dot bacpw
Sowwrm e rrecie, Nofe aur be feusle cormeant W s tat

6- Remarque d’un éléve« il est ou le point ? » en
montrant le cercle 2 du modeéle, puis bougeant le
point libre du cercle 2 reproduit.

S Aagoratrim W oseet crdaesdcd T2 comevung doe DAge’

corrae u tvodes hpohe b e Sl comrrent S e fad
A \

p—

QD m =0

7-Reproduction compléte en reprennant la méme
utilisation de I’instrument Cercle(Centre,Point)
pour le cercle 2 puis Quadrilatére puis Cercle
(Centre,Point) pour le cercle 1.

> Rgconutum be deesn shomand T conunstion dat binow
covere e rrexhife. Nate aur e feglilh comenant W s el

8-Déplacement d’un sommet du quadrilatere
construit puis du quadrilatére mod¢le rmarque :
« il y aun truc de bizar, c’est que le cercle en
haut il bouge pas »
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ANNEXE 5 — Production profil 3

322 Beagw
sonwvw e roockdie. Rule 2ot tn feche corermet be as fat

1-Déplacement d’un sommet du modéle

B Mocorstum iw desam chdemacus s comircion com bouget

* Pecs

s e deaam cramanus T contrcion dok bouger

sovyrw b rreckle Nafe aur & feulie comment (U 2s et

T DEEED

2-Reproduction avec les instruments Quadrilatére
et Cercle(Centre,Point)

saran0 b rooNe. Nato ur 1 Neule comment tu as At

= () o = A%

3-Déplacement d’un cercle de la reproduction

desnaes. Th camarusion 358 Bocge

B Meccratrum e Sesn O-deseses T SITRTUTISS SO8 SOUger
ceras e wodehe Node o 18 Sube cotvren! e o fak

.

0 = = v

4-Déplacement d’un cercle du modéle (équivaut
a une translation du modg¢le) réaction de 1’¢léve :
« alors ¢a c’est completement raté »

corrres e modithe Note s U8 Seude comvment 8 2s fad

Qe =3

5-Déplacement un sommet, puis un autre du
modele ?

B Recoratrsim in Sosa choesmaun TH ConEmustion dat Secpe

B Meccratrua v Seen c-dessase Te Coerusion dut bage

e e rodtie Nobe s 1a feudl

Orrreern W s tad

6-Reproduction utilisant I’instrument
Cercle(Rayon,Centre) avec les cotés du modele

carew bn modkie Note s 18 feuie comrrant 4 us fad

7-Construction du quadrilatére avec 1’instrument

Quadrilatére en utilisant les centres des cercles
reproduits.

8-Déplacement d’un sommet du modele qui
change le rayon d’un cercle de la reproduction

B Meccratrm o Sen O-Jefesen T SiSayuIiat 3cd Souger
cernn e wodthe Nete g0 18 Seule cotrrenids o fad

() = A = v
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ANNEXE 6 — Production profil 4

e e ST "o
Forahe ln Ty Nate dur 18 feuie comrnent b ae tet

1

\
8|

b Seconurim ® SeET S-decsEA W SITERLLEN T8 4500

e L L L L

\
'

1-Déplacement d’un sommet du modele

& Recnu BeLR et W ISTHTLELET 308 Do

|

prviw u readem Me s 18 e carvrent

N b= L=
' v

3-Reproduction du quadrilatere

2-Déplacement d’un autre sommet du modele

B Apcortum w feses L-2eessut h conw Ot bosgw

v e oadbie iame wer te Swalle cormant ts ae tat

4-Recherche du rayon du cercle 2 avec

Cercle(Rayon,Centre), essai 1 c6té b (Figure 2)

1

eare i, Nate s 18 feuie carvrent fu ae fet

7- ... pour étre reproduit avec
Cercle(Rayon,Centre) utilisé sur le quadrilatere
construit par ’¢leve.

8-Reproduction du cercle 1 avec Cercle(Rayon-
,Centre) utilisé avec le c6té du quadrilatére
modele et le sommet du quadrilatére construit

S Marovaron n omer Cddesbast T trrerucuen Sut tagy
S roceie et 0if e tzmme! b s Jat

9-Déplacement puis non validation de la
construction

Plusieurs essais sont nécessaires pour appliquer
la procédure utilisée pour le cercle 2 sur le cercle
1.
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ANNEXE 7 — Production profil 5
B Recorstun be desen wdevain, Ty O A Lenages B Hocoestun be devom —»4-«-. wn. Ta comsructen dofl bouger
corvens be oo, MNote sar te b e conar Lo be rooniiie. Node s 1o Sy Be costeredd N e Lt
- = B
— 1
| [ —F ¢ /
o
| A Q== — = Q=P
1-Déplacement d’un sommet du modéle 2-Déplacement d’un autre sommet du modele
Sisverigonirmomeapmebmoropidisy 2 f:"_,-"::;'_?,:;*,;,:' e, B stirietivh & et
= -'z;: Yy )

“\‘v — ==
= REER -0 = FE
. . s AT s . . \ :
3-Association d’un coté au rayon d’un 4-Reconstruction du quadrilatére et des deux
cercle : « La c’est le rayon de celui-1a » cercles.
. o ol xngon - Revermirai S dwasan (4 chmwerass T cornirostion 68 besger
cxvene ke rodaie. Fign sa ta beg Be o convew b modebd Note sur bt feutle cormmeend (i e At
@ ' B g
. N F—
BN N\ A
=~ / ' | . S o | \
4 | '_.._;_ 4 ' } 4 ‘_‘, 4
. > (.‘, -— ‘_ = ’\‘. ,'_.) - ,: ';.
5-Déplacement d’un sommet de leur construction 6-Déplacement un sommet du modéle
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INES M* GOMEZ-CHACON, JESUS ESCRIBANO

GEOMETRIC LOCUS ACTIVITIES IN A DYNAMIC GEOMETRY SYSTEM.
NON-ICONIC VISUALIZATION AND INSTRUMENTAL GENESIS

Abstract

This paper presents a study on the use of geometric locus using a dynamic geometry system
(GeoGebra) in order to pass from Geometry II (a natural proto-axiomatic Geometry) to Geometry I1I
(a complete axiomatic Geometry). The research was conducted with 30 Spanish college prospective
mathematics teachers. The Geometric Work Space theory (GWS) was used as a theoretical framework
to describe the figurative and instrumental genesis processes involved in learning processes in
computer environments. To study these two genesis, iconic visualization versus non-iconic
visualization, along with instrumental and dimensional deconstruction concepts, were used. The
authors identify typologies of images and visualization uses.

Keywords: Problem-solving strategies, Visualization, Interactive learning, Drawing, Diagrams, Loci,
Teacher training, Visual representations, Reasoning, Geometry, GeoGebra.

Actividades sobre Lugares Geométricos desarrolladas en un sistema de geometria dinamica.
Visualizacion no iconica y génesis instrumental

Resumen:

En este articulo se presenta un estudio sobre la utilizacion del concepto de Lugar Geométrico en un
sistema de geometria dinamica (GeoGebra) en la transicion de la Geometria II (geometria proto-
axiomatica natural) a la Geometria III (geometria completamente axiomatica). La investigacion se
lleva a cabo con 30 estudiantes de matematicas, futuros profesores, en la universidad espafiola. Se
utiliza la teoria de Espacio de Trabajo Geométrico (ETG) como marco tedrico de referencia para
describir las génesis figurativas e instrumentales involucradas en los procesos de aprendizaje en
entornos informaticos. Para el estudio de estas dos génesis se utiliza los conceptos de visualizacion
iconica versus visualizacion no-iconica, junto a los conceptos de deconstruccion instrumental y
dimensional. Los autores identifican tipologias de imagenes y usos de visualizacion.

Palabras clave: estrategias de resolucion de problemas, visualizacion, aprendizaje interactivo,
diagramas, Lugares geométricos, formacion del profesorado, representaciones visuales, razonamiento,
Geometria, GeoGebra.

Activités de lieu géométrique dans un systeme de géométrie dynamique. Visualisation non-
iconique et genése instrumentale

Résumé

Cet article est centré sur 1'étude sur l'utilisation Lieu Géométrique en utilisant un systéme géométrique
dynamique (GeoGebra) afin de passer de la Géométrie II (géométrie proto-axiomatique naturelle) a la
Géométrie III (géométrie axiomatique). Notre recherche concerne un groupe de trente étudiants de
licence de mathématiques, futurs enseignants, a 1'Université espagnole. Nous appuierons notamment
notre analyse sur notions d'Espace de Travail Géométrique (ETG) et comment les genéses figuratives
et instrumentales sont impliqués dans le processus d'apprentissage dans un environnement
informatique. Pour étudier ces deux genéses on utilise la visualisation iconique contre visualisation
non-iconique joint a la déconstruction instrumentale et dimensionnelle. Les auteurs identifient
typologies d'images et usages de la visualisation.
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Atividades sobre Lugares Geométricos (Locus) desenvolvidas num sistema de geometria
dinimica. Visualizacao nio iconica e génese instrumental

Resumo

Neste artigo apresenta-se um estudo sobre o uso de Lugar Geométrico (Locus) usando um sistema de
geometria dindmica (GeoGebra) na passagem de uma Geometria II (proto-axiomatica natural) para
uma Geometria III (completamente axiomatica). A investigacdo foi realizada com 30 estudantes
universitarios espanhois, futuros professores de Matematica. Foi usada a teoria do Espago de Trabalho
Geométrico (ETG) (Space for a Geometric Work, SGW) como marco tedrico de referéncia para
descrever as géneses figurativas ¢ instrumentais envolvidas nos processos de aprendizagem em
ambientes computacionais. Para estudar estas duas géneses foi usada a visualizagdo iconica vs. a
visualizagdo ndo-iconica juntamente com os conceitos de desconstrucdo instrumental ¢ dimensional.
Os autores identificam tipologias de imagens e usos de visualizagdo.

Palavras-chave: Estratégias de resolucdo de problemas; visualizagdo, aprendizagem interativa;
diagramas; lugares geométricos (Locus), formagdo de professores; representagdes visuais; raciocinio;
Geometria; GeoGebra.

1. Introduction

Using dynamic geometry systems (DGS), researchers try to identify how students explore concepts in
various representations, and how they form and link images to visualize mathematical concepts. In this
paper we study the concept of locus using DGS, for example, GeoGebra'. Concerning the teaching of
this concept, there are important aspects to identify, such as meanings, definitions, visualizations and
representations. In previous studies we found out that geometric locus problems create many
difficulties when students try to solve them (Gémez-Chacén and Escribano, 2011).

DGS can only find loci of points that have been effectively constructed in their systems, that is, points
who parametrically depend on another one (“parametric locus™). In this context some works show the
possibilities of the interconnection between dynamic geometry and computer algebra systems, in order
to study more general locus (Botana, 2002; Botana, Abanades, Escribano, 2011).

In general, given a geometric configuration, a locus determined by the point 7 is the set of points given
by the different positions of 7 when considering all possible instances of the configuration satisfying
some property. In particular, given the point 7, dependent on the point M, which is a point on the one-
dimensional object / (line, circle, ...), the locus defined by T and M is the set of points traced by T"as M
moves along /. The points 7 and M are referred as the tracer point and the mover point of the locus,
respectively. We must remark the functional nature of "locus" in a DGS. Locus is defined as the image
of an object under an application or transformation: the function that transforms the “mover” into the
“tracer”. The points on the locus depend parametrically from the points of object where the “mover”
lives. Under this condition, the DGS is able to build the image points.

Hence, the choice of this subject of study is motivated by these two reasons: the interest of the
algebraic-geometric configurations involved in the the concept of locus in the DGS, and the
difficulties encountered in the resolution of problems by prospective teachers.

www.geogebra.org
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We try to make understandable the teaching context of this kind of problems using the framework of
Spaces for a Geometric Work (SGW) (see the introduction of this monograph). The resolution of
geometric task, for example the locus, implies the setting of an appropriate space for the geometric
work. The appropriate SGW needs to meet two conditions: it enables the user to solve the problem
within the right geometrical paradigm, and it must be well built, in the sense that its various
components are organized in a valid way, to take into account the personal SGW of the students.

In particular, using a training situation of homology about geometric locus with prospective teachers
we focus on how figural and instrumental geneses are articulated in the SGW using a DGS. Different
geneses do not operate separately, they must interact in order to give the geometric work a meaning
that the present study aims to highlight, making more explicit the articulation existing between this
geneses in the personal SGW of the students and studying the role that GeoGebra plays in the
construction of this geometric space, in order to pass from the Geometry II to Geometry III
(Paradigmes géométriques, Houdement and Kuzniak, 2006). In this passage we need to pay attention
to structure three essential components in Geometry: real and local space with tangible objects, the
devices and a theoretical reference from the properties. Geometry II, which can be considered to be a
natural proto-axiomatic Geometry, is constructed on a model which is near to reality but is also
constructed on axioms, the demonstrations must be developed within this environment. As regards
Geometry III, complete axiomatic Geometry, it is possible to disconnect from reality and only count
on the system of axioms. This last Geometry is is hardly worked in compulsory schooling, but it
remains in the implicit reference frame of teachers who have studied mathematics at the university
level, where this formal and logical approach is common. So, when specialists are trying to solve
geometric problems, they switch repeatedly between paradigms. When we work on GII, a naturally
axiomatic geometry and an axiomatic model of reality based on hypothetical-deductive rules
(Houdement and Kuzniak, 2006) is not enough to display iconic problems. These problems are not
only related to the eyes of students as drawings, but involve a more axiomatic viewpoint to make a
dimensional deconstruction. The use of graphical representations is much more complex: the geometry
loci teaching requires both conceptual (geometric axiomatic, functional transformations, functional
dependencies), non-iconic visualization as well as instrumental genesis, where instrumental
deconstruction is crucial. This is the main hypotheses of this work.

Finally, we note that the construction and use of imagery of any kind in mathematical problem-solving
constitute a research challenge because of the difficulty of identifying these processes in each
individual. The visual imagery used in mathematics is often personal in nature, related not only to
conceptual knowledge and belief systems, but also to personal affects (Gomez-Chacon,2012). This
observation has been considered in the analysis of the personal SGW of the students.

2. Theoretical considerations

In geometry, figures are the visual, discursive and heuristic support. Within the SGW framework,
cognitive and epistemological levels need to be articulated to ensure a coherent and complete
geometric work (Houdement and Kuzniak, 2006). This process supposes some transformations that
can possibly be pinpointed through three fundamental geneses:

— A figural and semiotic genesis which provides the tangible objects their status of operating
mathematical objects.

— An instrumental genesis which transforms artifacts into tools within the construction
process.

— A discursive genesis of proof which gives a meaning to properties used within mathematical
reasoning.
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In this paper we will examine some key aspects on how both figural and instrumental geneses are
involved in the learning process in a computer environment. As it is noticed in the introduction of this
volume, the development of the appropriate space of geometric work in a technological context
requires an “extended” visualization (Kuzniak & Richard). The exploration of mathematical objects is
supported on figural-semiotic and instrumental genesis. (See Plane 3 (Fig-Ins) associated to figural
and instrumental genesis described in the introduction of this monograph). The subject in the process
of instrumental genesis constructs schemes of use. These schemes are not only restricted to physical
world: they are related to a whole symbolic system that can be used. A better understanding of the
visualization processes must identify which ones are associated with patterns of use, or with
structuring information by sign operations, or to a heuristic function that allows the user to anticipate
and plan actions and modes of validation. To consider the epistemological point of view and for the
study of the subject's activity, we will consider theoretical aspects of visualization and instrumental
deconstruction which are described in the following paragraphs.

2.1. Figural and semiotic genesis

In this section we discuss the working definitions that have guided our analysis of the students' work
in this genesis.

2.1.1. Defining Visualization

In our study, the analysis of the cognitive processes involved in working with (internal and external)
representations when reasoning and solving problems requires a holistic definition of the term
“visualization”. Arcavi’s proposal (Arcavi, 2003: 217) has consequently been adopted: “the ability,
the process and the product of creation, interpretation, use of and reflection upon pictures, images,
diagrams, in our minds, on paper or with technological tools, with the purpose of depicting and
communicating information, thinking about and developing previously unknown ideas and advancing
understandings”.

This definition suggests that visual thinking is a way of reasoning consisting of mental transformations
of objects that are either constructed in the mind or in some perceived external "reality." Although in
this work we will focus on the meaning of visualization as the use of pictures, images and diagrams,
which are produced in the graphic register, we agree with Duval (1999)* when he notes that
visualization can be produced in any register of representation, as it is referred to processes linked to
visual perception and then to vision, which is not limited to only one register. For this study, this
notion will be considered for categorizing iconic and non-iconic visualization.

2.1.2. Iconic visualization vs. no-iconic visualization

It is important to distinguish two opposite ways of cognitive functioning, in which the processes of
recognition of the represented objects are radically different in the geometric work: iconic
visualization and non-iconic visualization (Duval, 2005). If we consider the complexity of the process
of "seeing", "to see" always involves two levels of operations that are different and independent one
from other, although often they are merged into the synergy of the act of seeing. These two levels of
operations are discriminative recognition of forms and identification of objects corresponding to the
recognized forms. The main cognitive problem is to understand how we step from a discriminative
recognition of forms to the identification of the objects we see.

In the iconic visualization, recognition of what forms represent is made by the resemblance to the
representing (real) object, or by comparison with a prototypical model of forms (a particular figure
works as a model, and the other figures are recognized by their degree of resemblance to this model).
The figure is independent of the operations that are performed on it.

Duval characterizes visualization as “a bi-dimensional organization of relations between some kinds of units.

Through visualization, any organization can be synoptically grasped as a configuration” (Duval, 1999:15)
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The non-iconic visualization is a sequence of operations that allows the recognition of geometric
properties, due to the impossibility of obtaining certain configurations, or the invariance of the
obtained configurations. The figure is a configuration contextually separated from a net or a more
complex organization (Duval, 2005: 14).

We have found out that, in geometric learning with DGS, there exists a gap between these two
different inputs. And this gap is very important, because only non-iconic visualization is relevant for
the geometric processes that we want to produce.

2.1.3. Typologies of images and uses of visualization

Studying this iconic/non-iconic visualization gap , we have characterized, in the graphic record,
different types of images and uses of visualization, that allows to analyze, in an operative way,
productions from the students.

The analysis of these complementary elements, image typology and use of visualization, was
conducted by Presmeg (2006) and Guzman (2002). In Presmeg’s approach, images are described both
as functional distinctions between types of imagery and as products (concrete imagery (“picture in the
mind”), kinesthetic imagery, dynamic imagery, memory images of formula, pattern imagery). In
Guzman they are categorized from the standpoint of conceptualization, the use of visualization as a
reference and its role in mathematization, and the heuristic function of images in problem-solving
(isomorphic visualization, homeomorphic visualization, analogical visualization and diagrammatic
visualization®). This final category was the basis adopted in this paper for addressing the handling of
tools in problem-solving and research and the precise distinction between the iconic and heuristic
function of images (Duval, 1999) to analyze students’ performance (see Annex 1y 2). The heuristic
function was found to be related to visual methods and cognitive aspects as part of visualization: the
effect of basic knowledge, the processes involved in reasoning mediated by geometrical and spatial
concepts and the role of imagery based on analogical visualization that connects two domains of
experience and helps in the modeling process.

2.2. On instrumental genesis

The instrumental approach developed by Rabardel (1995) enables to explore the dual aspect - between
design and use - of any technical object (see also Artigue (2002)). A technical object has been
designed in order to contribute to the achievement of specific tasks. From this point of view, it embeds
knowledge and has characteristics implemented by its designer. But its potentialities of use have to be
enacted by a particular user for the purpose of the own task. The artifact and the modalities of its use
are elaborated by a particular user. In this perspective, the instrument is the result of a construction and
an appropriation by its user for his personal tasks and activities. The process of appropriation and
elaboration of an instrument by a user is named instrumental genesis. It requires the elaboration of
schemes of use. In the case of the “Locus” tool , we have seen that it is not immediate or simple.

Our study highlights the didactic needs that determine the distinction between the trajectory (trace)
and the locus, at an epistemological level of the concept “Locus”, which are present in the creation of
the tools "Trace" and "Locus" in a DGS (GeoGebra) and determine the resolution of these problems.
To use the "Locus" tool requires an operative apprehension for fruitful intuition of the figure. The non-
iconic visualization require awareness of the properties that are linked to operations taking place,

3 Isomorphic visualization: the objects may correspond “exactly” to the representations. Homeomorphic

visualization: inter-relationships among some of the elements afford an acceptable simulation of the relationships between
abstract objects They serve as a guide for the imagination. Analogical visualization: the objects at hand are replaced by that
are analogously inter-related. Modeling process. Diagrammatic visualization: mental objects and their inter-relationships in
connection with aspects of interest are merely represented by diagrams that constitute a useful aid to thinking processes.
(Guzman, 2002).
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either to construct a figure or to transform it, where two types of deconstruction are crucial:
instrumental deconstruction (procedural dimension, defined by Mithalal as the identification of a set
of independent figural units, the primitives, and a succession of actions performed through the use of
instruments, that are used to reconstruct the object itself, or a graphical representation of the object)
and dimensional deconstruction (discursive activity on the geometrical properties of the figural units)
(Mithalal, 2010).

3. Training and research methodology

The study was conducted with 30 mathematics prospective teachers at the Spanish University. The
qualitative research methodology used consisted of observation during participation in student training
and output analysis sessions as well as semi-structured interviews (video-recording). The procedure
used in data collection was student problem solving, along with a questionnaire about visual reasoning
and technology difficulties. All screen and audio activity on the students’ computers was recorded
with CamStudio software, with which video-based information on problem solving with GeoGebra
could be generated. Consequently, at least four data sources were available for each student.

Six non-routine geometric locus problems were posed, to be solved using GeoGebra during the
training session. The problems are posed in an analytic register. Each problem admits several kinds of
resolution, including a visual one. Thus the problems allow the study of the students’ behavior with
the coordination of registers and they enable us to compare results between those who make a
conversion to the graphic register and those who do not. Finding the solutions to the problems required
to follow a sequence of visualization, technical, deductive and analytical steps.

PROBLEM

Problem 1: find the equation for the locus formed by the barycenter of a triangle ABC, where A = (0,
4), B=(4, 0) and C is a point on circle x> + y> + 4x = 0.

Problem 2: assume a variable line r that cuts through the origin O. Take point P to be the point where
line r intersects with line Y=3. Draw line AP from point A = (3,0), and the line perpendicular to AP, s.
Find the locus of the intersection points Q between lines r and s, when r is shifted.

Problem 3: assume a triangle ABC and a point P. Project P on the sides of the triangle: Q1, Q2, Q3.
Are Q1, Q2 and Q3 on the same line? Define the locus for points P when Q1, Q2 and Q3 are aligned.

Problem 4: the top of a 5-meter ladder rests against a vertical wall, and the bottom on the ground.
Define the locus generated by midpoint M of the ladder when it slips and falls to the ground. Define
the locus for any other point on the ladder.

Problem 5: find the locus of points such that the ratio of their distances to points A = (2, -3) and B =
(3, -2) is 5/3. Identify the geometric object formed.

Problem 6: find the equation for the locus of point P such that the sum of the distances to the axes
equals the square of the distance to the origin. Identify the geometric object formed.

Table 1: Geometric locus problems

Geometric locus training was conducted in 3 two-hour sessions. Prior to the exercise, the students
attended several sessions on how to use GeoGebra software, and were asked to solve problems
involving geometric constructions.
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In the first two sessions, the students were required to solve the problems individually in accordance
with a proposed problem-solving procedure that included the steps involved, an explanation of the
difficulties that might arise, and a comparison of paper and pencil and computer approaches to solving
the problems. Students were also asked to describe and record their beliefs, feelings and mental blocks
when solving problems.

The third session was devoted to common approaches and the difficulties arising when trying to solve
the problems. A preliminary analysis of the results from the preceding sessions was available during
this session.

The problem-solving results required a more thorough study of the subjects’ cognitive and
instrumental understanding of geometric loci. This was achieved with semi-structured interviews
conducted with nine group volunteers. The interviews were divided in two parts: task-based questions
about the problems, asking the students to explain their methodologies and a series of questions
designed to obtain information about visual and analytical reasoning, and visualization and
instrumental difficulties.

4. A priori analysis of experimentation/typology of geometric loci

We must consider the functional approach used in the DGS (for the analysis we have used 3.7 y 4.0
versions). Hence, we can distinguish three cases or typologies of problem-solving:

Type 1: Problems in which the locus is directly defined, so that the functional approach is
straightforward. For instance, the problem 1 (Table 1). This problem describes the function that takes
the point C in the circumference to its image by expressed construction: the function maps each point
C to the centroid of the triangle ABC.

Type 2: Problems that, in order to be treated with GeoGebra, must be translated into a functional
model, although they are not originally expressed in these terms. This functional approach is
necessary to use a DGS to solve the problem. In this case, if you want a student to solve the problem,
you must give clues for instrumental deconstruction and non-iconic visualization. Problems of this
type are problems 2, 4, 5 and 6. In this type of problems, we usually need to use auxiliary objects,
sometimes for mathematical reasons, and sometimes for technical reasons (due to the characteristics of
GeoGebra).

Next we detail aspects of instrumental deconstruction and iconic/non-iconic visualization related to
problem 4 and 5.

Problem 4 (Table 1): Instrumental deconstruction: 1f we want a dynamical approach in this problem,
we must represent properly the ladder. To draw a ladder that really slips along the wall, it is not
enough to draw a simple segment. We must use an auxiliary circle, determining the fixed length of the
ladder. With this proper representation of the ladder, we can use the “locus” tool in GeoGebra.

Iconic/non-iconic visualization: The representation of this problem is iconic, it is easy to imagine and
draw a ladder slipping along the wall. But the point is that to construct a good representation of the
ladder, we need to use auxiliary (non-iconic) objects, as a circle, because the direct approach
(considering the ladder as a general segment) do not allow us to produce a dynamic representation.
(See comments below, on students' results). In this case, the auxiliary objects are needed for technical
reasons. In GeoGebra, a segment is given by two points and if we move one of the points (say, along
the wall) the segment just extends or shrinks. To obtain a segment that behaves as a ladder, we need a
“technical” auxiliary construction. On the other hand, we must be precise in the definition of the
midpoint, or any point of the ladder, this time for mathematical reasons. Hence, students must take
care in the modelization of the problem, for technical and mathematical reasons.
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Problem 5 (Table 1). Instrumental deconstruction: In a locus problem, we need always a “mover”. In
this case, the “mover” is the distance, that is, we must consider an auxiliary point on a segment, that
defines the distance between A and B. This is the key point in the construction. In GeoGebra 4.x we
can also use a slider.

Iconic/non-iconic visualization: It is easy to solve the problem in an analytic way, but it is difficult to
represent it visually, even with pencil and paper. To obtain a good representation using a DGS, we
need to use a non-iconic representation, considering the distance as a “mover” of the locus. Before
attacking the problem, students must perform a discursive reasoning, that is, before we represent
anything, we must set clearly the modelization. Once the model is clear, the construction is quite
straightforward.

Type 3: There are classic problems in which we can use GeoGebra to illustrate, but we can not use the
Locus tool to solve them. We are not allowed to use the Locus command because it needs a “tracer”
point and “mover” point, and in this type of problems there is no “mover” point because the tracer is
determined by certain algebraic conditions. For example, problem 3 (Table 1). The construction is
simple and the question is quite natural. However, the answer is not simple or obvious at all. This is an
example of "nonparametric" locus and not solvable by GeoGebra (for the moment). Conceptually, it is
a different example of locus, which establishes a clear difference with the “parametric” examples.
Nevertheless, the students can guess the solution moving the point P, and considering an auxiliary line
(passing by Q1 and Q2) to check if the three points are aligned.

5. Results: episodes of visualization

Due to space constraints, we only present results for problem 4. This is a medium—advanced level
problem for the student. The statement does not give explicit instructions for the construction. The
situation is realistic and easy to understand, but the GeoGebra construction is not evident. We need to
use an auxiliary object, and a mathematization process is demanded. Although the mediation of
GeoGebra can help to make conjectures, it does not reveal the rationality below the calculations.

The visual-analytic reasoning demands to overcome the initial difficulty building the ladder. Using an
auxiliary object, Geogebra produces a precise representation of the locus. Locus tool does not produce
an algebraic answer, to obtain it we must take 5 points on the locus and then the conic passing by the 5
points: we now obtain an algebraic equation. For instrumental reasoning: There are two key moments
in the problem: (1) The construction of the ladder with an auxiliary circle (Fig. 1), and (2) if we want
to study the locus of the positions that a point in the ladder describes, the point must be defined in a
precise way (middle point, “1/4 point”). In order to use the locus tool, we must to take care when we
choose the point on the ladder. We can not use just a “point in segment”, we must use the “middle
point” tool, or a more sophisticated construction.

As mentioned above, both moments are different: while the precision in moment (2) is due to
mathematical reasons, moment (1) is necessary for technical reasons. The definition of the element
“segment” in GeoGebra is
not suitable for modelizing a
ladder.
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Figure 1: Solution Problem 4

5.1. Typology of difficulties in the group

A first type of difficulty is determined by static constructions (discrete treatment, Fig. 2). In this
typology, students use GeoGebra as an advanced blackboard, but they do not use dynamic properties.
They repeat the constructions for a number of points. To draw the geometric locus, they use the tool
“conic by 5 points”.

Figure 2: Student 13, solution problem 4

In these cases of iconic visualization, semiotic form leads to a misinterpretation of the dynamic figure
by the discrete figural expansion. A non-iconic visualization and an appropriate instrumental
deconstruction require some competences from the students: they are able to handle physical and
mental representation, but the logic of the construction of a dynamic figure with a DGS is different.

A second type of difficulty is the incorrect definition of construction (use of free points). The students
solve the problem (in an imprecise way), but this kind of solution implies that the tools in GeoGebra
cannot be used. To use the “locus” tool, it is necessary that the defining points are correctly
determined (they can not be free points). With this approach, in the best case, the students can obtain a
partially valid construction, but, as we can't use the GeoGebra tools, we can't obtain an algebraic
answer. In problem 4, the difficulty lies in defining the point of the ladder that is not the midpoint. We
obtain an approximate visual solution (using the “trace” tool) which is not usable with GeoGebra to
produce a real locus (Fig 3). The students in this typology are absolutely convinced that their solution
is right. They are not at all aware that there exists a problem with the solution.
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Figure 3: Student 23, solution problem 4

Finally another type of problems is the use of invalid instrumental elements. For example, some
students use the “slider” tool to displace the “mover point”. The student realizes that the “mover
point” must be controlled, and the control is done by the slider. The problem is that, for GeoGebra
(before 4.x version), the slider is a scalar so it can't be used with the locus tool. Again, students use the
“trace” tool.”

5.2. Case study

To deepen the relationships that occur between instrumental genesis and figural genesis, we conducted
a case study. Here we illustrate the situation with two students who do not use the “locus command”
for solving problem 4. This phenomenon occurs due to a difficulty in the articulation between the
instrumental and figural genesis. The criteria to choose these students are based on their mathematical
performance level, their visual cognitive style or preference for visual thinking, beliefs and feelings
toward computer learning, and beliefs and feelings about visual thinking (Table 2). In the presented
cases, we observe two different strategies of instrumental deconstruction, based on the different
starting points of the subject.

It is necessary to obtain an equilibrium between the dimensional deconstruction (expressed in the
algebraic-analytic part, that allows to perform the representation) and the instrumental deconstruction
(expressed in the non-iconic visualization that allows the visual control in a DGS).

In Alberto's case, there exists a reproduction of a physical form, from a visual/perceptive control and
an implicit theoretical control. There exists a control of the specific auxiliary objects, in both
mathematical and technical-instrumental senses. In the second prospective teacher, Ana, the
representation of the geometric object is based on an a priori theoretical control, and in GIII, although
with a smaller iconic visual control. The control is a priori theoretical, and there is an axiomatic
control, but there is no visual control. There is no real control of the dynamic phenomenon.

Case Gender | Mathemati | Visual Beliefs Feelings Beliefs Feelings
cal style about about about about
achieveme computer | computers | visual visualization
nt learning thinking

4 http://www.geogebra.org/help/docues/topics/746.html From version 4.0, you can use the slider for a locus

construction.
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Alberto | Male High Visualizing | Positive Likes Positive Likes
student

Ana Female | High Non- Positive Dislikes Positive Dislikes
visualizing
student

Table 2: Criteria for case study
5.2.1. Alberto’s Case

Alberto is a visualizing student. His pleasure or likes for mathematical visualization is closely
intertwined with the evolutionary conception of mathematics: “The fun and intuitive character of
mathematics is developed by a visual reasoning rather than through an algebraic reasoning, even
though it is ideal that they are complemented in the problem solving process.” (Alberto’s
questionnaire).

He considers that visual reasoning is essential in problem solving. The feeling of pleasure that is being
experienced using visualization corresponds to the experience of control and generation of in-depth
learning that is being experienced. He considers that it helps in its intuitive dimension of knowledge
and in the formation of mental images.

Next, we illustrate the analysis of Problem 4 that we conduct about the subject’s processes of
visualization, representation and use (Annex 1).

The student, first, looks for the mathematical object, but he becomes blocked (Annex 1, 1). He even
attempts a physical construction. This allows him an iconic visualization that turns to a visual and
semiotic exploitation within the environment of dynamic geometry. For instance, in Annex (1) when
the student «search for mental image», we see a process of “implemented discovering” in which the
student seeks empirically, as if his figures were objects of experimentation, anticipating satisfactory
loci. In this case we can recognize moments of completing the inductive reasoning by analytical
reasoning indications. Other times, this analytical reasoning is explicit like in Annex 1 (10).

The student uses the visual power of the technology to have a better understanding of the situation
mathematically and to have a context change to facilitate notion and property applications. GeoGebra
works as a real tool in mathematical modeling. He is a student with a proficient knowledge of image
use: concrete, kinesthetic and analogical illustrations.

5.2.2. Ana’s case

The behavior of this student shows us some limits about visual apprehension. Although this student
indicates that visual register was used for problem solving, she highlights that she does not like to
solve the problem with a computer: "I'm not very excited about it, because I do not use it frequently. I
think it would be sufficient to know the language (and I already know the analytical resolution) and to
do as much an exercise per week to remember the language and to use it with students, in case you
have time and/or you need it". She gives more value to analytical thinking than visual thinking and she
attribute less value to solve problems with computer.

There exists an a priori theoretical and axiomatic-analytical control, but there is no visual control.
There is no control of the dynamic phenomenon. In this case, the dominant part is the non-iconic
visualization, supported by analytical elements. However, this theoretical control does not add visual
control on the DGS space (as it does on paper, see Annex 2, 7). She uses the GIII system, but she does
not make that interpretation within the dynamic environment.

In summary, the activity of these students on visualization and instrumental deconstruction
emphasizes individual differences coming from different cognitive styles and beliefs about computer
use. Both students do not use the “Locus” command, but the data from their personal geometric
workspace highlight essential differences in the interaction between figural and instrumental genesis.
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The discursive-analytic activity, for students whose geometric work relies on it, becomes an obstacle
(Ana's case). However, the lack of it is also a problem, as discussed in a previous section. The control
of images is a key property in visualization and for its use in the resolution of the problem. Among the
features of DGS, visual apprehension must consider the theoretical objects as building tools, for which
the instrumental genesis has a central role, as evidenced in Alberto's case.

6. Conclusion

From our study, some characteristic points of the Space for a Geometric Work (SGW) at teacher
training, implemented with DGS, can be drawn. This paper focuses on geometric locus activities,
identifying how figural and instrumental geneses are articulated in the personal SGW. Then, the
emphasis is posed on the necessity of developing, for visualization in DGS, a balance between both
non-iconic visualization and instrumental genesis, where instrumental deconstruction is crucial. The
“appropriate” SGW appears particularly unstable and dependent on the students’ visual cognitive style
and beliefs about mathematic learning in computerized environments. In the observed examples, we
show the necessary equilibrium between the dimensional deconstruction (expressed in analytical-
algebraic analysis that allows the representation) and the instrumental deconstruction (expressed in
non-iconic visualization that allows visual monitoring in a DGS).

In a large proportion of students, there exists a heuristic deficiency in the geometric interpretation of
visualizations that lead to the understanding of locus from the functional point of view. The data show
that the heuristic function of visualization (or non-iconic visualization) requires visual deconstruction
of the basic perceptive forms imposed in the first sight. However, there is a percentage of students
(25%) whose tendency is the visual evidence, being this an obstacle (section 5.1). In the instrumental
genesis, there is a procedimental dimension, is which we can see the necessary differentiation between
technical and mathematical auxiliary objects (section 4). This aspect becomes a great difficulty to a
great part of students, when they try to use the “Locus” tool, considering the functional approach. The
blocking experiences and visualization difficulties in students appear in the production of interactive
images and the use of analogical visualization.

Finally, the reorganization of the SGW seems more and more managed by a teacher accompanying the
perceptual apprehension of students in order to get an operative apprehension (Duval 2005). We
noticed that when we work on perceptual apprehension, using DGS, that is used to see figures and
iconic visualization, we do not always reach to operative apprehension. That is, there are students with
mathematical control, but that has great problems to produce dynamic figures. That is why we affirm
the need for progressive modeling in visualization, and the need to introduce a progression in
developing and manipulation of different types of representation, as a result of thinking through doing
a modeling progress involves rational transitions along several dimensions (modes of signification
from iconic to indexical to symbolic, ways to examine and to use representation, largely reflected in
the case of Alberto). In Problem 4, we have detected limitations in visual apprehension of the
resolutions of the students, that through a progressive modeling of visualization by the teacher could
be overcome. One proposal is to guide the construction performed by the students. One work in
progress on this subject is shown in
http://www.mat.ucm.es/catedramdeguzman/drupal/igm/igm/materiales/pimcd239. This is a new
teaching module, connecting GeoGebra applets and web pages using javascript. This module could be
proposed to be used for in-service mathematics training teachers.
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Annex 1: Analysis of the Alberto solution process, use of images in situation reported by the student

in his protocol

Method description, register visualization

Typology of the

representation/image/

use

of

(1) In the first place, I make a representation of the
problem on the paper. I try to look for a way to solve it
analytically but I do not find any. I reflect on the
possible relationships between the triangles that the
ladder gradually generates as it slides downward against
the wall and the floor without clearly reaching
anywhere.

Drawing (of patterns and lines/figure)

Analytical (Search for mental image (specific

figure/illustration and dynamic image)

(2) I think about the answer: Will it be a straight line, an
ellipse or a circle?

(3) I left the problem for another day. I was thinking
about it while I was doing other activities. I trusted my
subconscious to continue to job.

Search for mental image

(4) T retake the problem with excitement and hope. |
experiment with a pen and an elastic rubber rolled on its
middle part. It seems to form an arc of a circle. At least,
I already have an idea.

Physical manipulation - kinetics
(Kinesthetic manipulation)
Mental image — identification

mathematical object

(5) T start to work with GeoGebra. After trying some
construction with straight lines, I notice that the ladder
being a segment of length 5 allows me to make a
construction based on a circle of radius 5 that runs the y-
axis.

Technological with

computer

manipulation

Representing radius of the circle

(Specific illustrations)

the

(6) T generate a slider t and I define the center of the
circle C = (0,t). The slider will shrink from 5 to 0. It is
zero when the ladder lies on the ground. Point B
represents the intersection of the circle and the x-axis.

Interactive image generation,

slider (Analogical)

(7) Once the ladder has been represented, I constructed
another circle with variable radius (according to a new
slider p). This circle indicates the point whose path will
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be our object of study.

In our first case, it is the midpoint of the segment o ‘\-\
representing the ladder. VA N

Interactive image generation,

slider (Analogical)

(8) 1 observe the path taken by the midpoint of the e N

ladder upon activating the trace.

Specific  illustration  with interactivity
(Analogical)

(9) I am dealing with an arc of a circle with the center C
= (0,0) and radius r = 2.5.Now, I try it with a point
located 4 m from the starting endpoint of the ladder
(positioned vertically over the y-axis at the start).] have
obtained an arc of the ellipse with major vertical semi-
axis of 4 and minor semi-axis of 1.

Specific illustration  with interactivity
(Analogical)

(10) The geometric locus described by point D is an | Analytical-visual
ellipse with major semi-axis: max(h, 5-h), Vertical if h >
(5 — h), Horizontal if h < (5 —h)), and Minor semi-axis;
Min (h, 5-h); horizontal if h> (5 — h), Vertical if h< (5 —
h)), where h is the distance of the point from the base of
the ladder that is in vertical position.

In the case of h=2.5, both semi-axes are equal that Formulaic typology from the memory

confirms that it is a circle.

Annex 2: Analysis of the Ana solution process, use of images in situation reported by the student in
her protocol

Method description Typology of the use of
representation/image
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(1) As the problem asks for the solution for the midpoint and for any
point P of the ladder, I will first solve it for P and then to particularize
to the midpoint.

(2) T will assume that the ladder was in the beginning, just totally
vertical and that it will finish completely horizontal (to see the largest
possible path P).

mental image

(3) To write how the ladder go down I define the variable

a € [0,5] ; by the Pythagoras Theorem b? + (5-a)? = Ladder? =52, then b=
\(10a- a?) ; in this way, the ends of ladder will be the points (-(b), 0) y
(0,5-2a)

She does not leave graphic
register.

mental image / non-iconic
visualization

X

(4) Now put a point P=(Px, Py) on the ladder: If Py= ((5-a)/b)Px + 5 —a
, P will be on the line containing the ladder

Specific illustration with

interactivity (analogical)

Analytical-visual

(5) P is limited to the segment ladder, I consider L in [0,1] y Px = -Lb
Thus, a point P on the ladder is written as:

P=[-Lb, (5-a)(1-L)] = [-LV(10a- a%) , (5 —a)(1-L) ]

Analytical reasoning

(6) Now I wonder: what is the way of P when I move a? The answer is
given by I: x=-L\(10a- a?); II: y = (5 —a)(1-L)

Analytical reasoning

(7) I try to write y depending on x. From (I) I obtain

a = (1/L)*[5L + V(25L2-x?)]; Substituting this value of a in (II), I obtain
M:y=(5-(5L+VQ25L2-%x2))/L)(1-L);

which describes an ellipse.

Analytical reasoning

(8) In this ellipse, I only consider the part corresponding to

x <0,y >0, which is the part where I draw the ladder:

If I choose the midpoint, I take L=0.5, and we obtain the equation of a
circumference.

Analytical

Specific illustration with

interactivity (analogical)
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CONCEPTION ET ANALYSE DE GEOGEBRATUTOR, UN SYSTEME TUTORIEL
INTELLIGENT : GENESE D’UN ESPACE DE TRAVAIL GEOMETRIQUE IDOINE

Michele Tessier-Baillargeon; Philippe R. Richard; Nicolas Leduc; Michel Gagnon

Résumé. Cette contribution montre 1’éclairage apporté par le modéle des espaces de travail
géométrique (ETG) dans la conception et la validation du systéme tutoriel intelligent geogebraTUTOR
(GGBT). Congu pour étre employé par des éléves de 1’école secondaire, ce systéme se destine au
développement de la pensée géométrique dans un contexte de résolution de problémes de preuve en
géométrie euclidienne. Le texte présente d’abord les fondements théoriques qui sous-tendent le
développement de GGBT, au sein duquel les ETG agissent en tant que carrefour conceptuel. Au ceeur
de notre propos, la validation d’une version perfectionnée de GGBT s’effectue en vérifiant I’idonéité
de I’espace de travail engendré par 1’usage du systéme tutoriel. Cette phase de vérification, qui
s’inscrit dans une suite de phases de recherche et de développement, a pour objectif I’observation et
I’analyse du travail de 1’¢éléve en tant que géometre en formation. Les résultats expérimentaux

proviennent d’éléves québécois au 2° cycle de I’école secondaire (étape 14-17 ans).

Mots clés : espaces de travail géométrique, systéme tutoriel intelligent, didactique des mathématiques,

problémes de preuve, géométrie dynamique, interactions cognitives sujet-milieu.

Abstract. This article shows the contribution of the geometrical workspace model to the design and
validation of geogebraTUTOR (GGBT), an intelligent tutoring system (ITS). Designed for and used
by high school students, the system aims to develop their geometric thinking while solving Euclidian
geometry proof problems. First, this article presents the theoretical bases that direct the development
of GGBT, in which the geometrical workspace model acts as a conceptual cornerstone. At the heart of
our discussion, the validation of an improved version of our ITS in which we verify the
appropriateness of the geometrical workspace obtained by the use of the tutorial system by the
students. The aim of this test phase, which lies within the successive research and development phases
of GGBT, is to observe and analyse the novice’s geometry work. The experimental results are based

on observations of high school students (14 to17 years of age) from Quebec.

Keywords: geometrical workspaces, intelligent tutoring system, mathematics education (didactics of

mathematics), geometric proof problems, dynamic geometry, student—milieu cognitive interactions.

Resumo : Essa contribui¢do mostra como o modelo dos espacos de trabalho geométrico (ETG) ajuda

na concepg¢ao e na validagdo do sistema tutorial inteligente geogebraTUTOR (GGBT). Concebido para
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ser usado pelos alunos na escola secundaria, esse sistema esta destinado para o desenvolvimento do
pensamento geométrico num contexto de resolugdo de problema de prova em geometria euclidiana.
Primeiramente, este artigo apresenta os fundamentos tedricos que sustentam o desenvolvimento de
GGBT, no qual os ETG agem como encruzilhada conceitual. O nicleo de nossa proposta ¢ a validagéo
de uma versdo melhorada de GGBT, realizada pela verificagdo da idoneidade do espago de trabalho
gerado pelo uso do sistema tutorial. Essa fase de verificagdo, que faz parte de uma série de fases de
pesquisa e desenvolvimento, tem por objetivo a observagdo e a analise do trabalho do aluno como
gedmetra em formagdo. Os resultados experimentais sdo obtidos de alunos quebequenses do segundo

ciclo da escola secundaria (etapa 14-17 anos).

Palavras chave: espagos de trabalho geométrico, sistema tutorial inteligente, didatica das

matematicas, problemas de prova, geometria dindmica, interagdes cognitivas sujeito-meio.

Resumen. Esta contribucion muestra el alumbramiento proporcionado por el modelo de los Espacios
de Trabajo Geométrico (ETG) en el disefio y la validacion del sistema tutorial inteligente
geogebraTUTOR (GGBT). Concebido para ser utilizado por estudiantes en la escuela secundaria, este
sistema esta pensado para el desarrollo del pensamiento geométrico en un contexto de resolucion de
problemas de prueba en geometria euclidiana. El articulo empieza por los fundamentos teodricos que
sustentan el desarrollo de GGBT, para el cual el ETG actlia como cruce de caminos conceptuales. En
el centro de nuestra discusion, la validacion de una version mejorada de GGBT se realiza
comprobando la idoneidad del espacio de trabajo que se genera por el uso del sistema tutorial. Esta
fase de verificacion, la cual es parte de una serie de fases de investigacion y desarrollo, tiene como
objetivo la observacion y el analisis del trabajo del alumno como geometra en la formacion. Los
resultados experimentales provienen de alumnos quebequeses del segundo ciclo en la escuela

secundaria (etapa 14-17 afios).

Palabras clave: espacio de trabajo geométrico, sistema tutorial inteligente, didactica de las

matematicas, problemas de prueba, geometria dinamica, interacciones cognitivas sujeto-medio.

1. INTRODUCTION

GGBT, un STI congu pour assister 1’éléve dans I’exercice de la pensée géométrique en contexte de
probléme de démonstration, vise la gestion de messages discursifs et, éventuellement, la gestion

d’itinéraires de problémes personnalisés.

L’aspect singuliérement novateur de GGBT réside dans 1’¢laboration d’un mod¢le d’intervention

tutorielle a I’image de comportements instrumentés observés, qui ne dépend pas de la cohérence
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logique et de la complétude du systéme d’axiome, indispensables en géométrie axiomatique

formaliste'.

Cet article expose pourquoi il est réducteur de parler de GGBT comme d’un simple espace de dialogue
entre I’¢éleéve utilisateur et 1’agent tuteur. Les choix didactiques dont les ¢léments de 1’interface et les
outils disponibles ainsi que la programmation novatrice, aboutissements d’une analyse a priori
exhaustive, conférent a GGBT le statut d’ETG. De plus, une analyse a posteriori reposant sur des

observations nées de réalisations effectives vient réaffirmer la pertinence de cette catégorisation.

Ainsi, les prochaines pages viennent démontrer que d’un point de vue méthodologique, le cadre
théorique mis de I’avant par Kuzniak est tout désigné non seulement pour la conception d’un ETG
idoine, en I’occurrence GGBT, mais pour 1’appréciation du potentiel que revét cet environnement pour

le développement et I’exercice des compétences en géométrie déductive des éléves utilisateurs.

2. GGBT : PLUS QU UN MILIEU D’AIDE, UN ESPACE DE TRAVAIL GEOMETRIQUE IDOINE

Selon Kuzniak, ’ETG intervient naturellement ou est envisagée une analyse ou une réflexion sur
I’interaction entre un sujet et des problemes géométriques. Parallélement a la Théorie des Situations
Didactiques (TSD) de Brousseau (1996), qui modélise ces interactions, le concept d’ETG définit
I’univers organisé au sein duquel prend place le travail du géomeétre, en 1’occurrence 1’éléve. Le travail
du géométre au sein d’'un ETG s’illustre par un ensemble d’interactions entre deux plans, un sujet et
un milieu. Cette notion d’interaction entre sujet et milieu fait volontairement référence a la

nomenclature adoptée par Brousseau dans son modé¢le situationnel.

Dans le cas de GGBT, le sujet désigne 1’éléve, doté de connaissances, d’aptitudes et de schémes
d’adaptation propres, qui compléte une démonstration a I’interface de GGBT. Quant a lui, le second
plan axé sur les contenus géométriques en jeu dépeint un milieu épistémologique congu en fonction
des apprentissages visés. Comme dans la TSD de Brousseau, le milieu, grace a sa conception
méticuleuse, doit, par ses interactions avec 1’éléve, véhiculer des connaissances et engendrer la

construction de savoirs.

2.1 Les geneses et les démarches de résolution

Le modele des ETG se distingue de la TSD de Bousseau par la particularisation des interactions entre
le sujet et le milieu. La ou Brousseau évoque une adaptation bilatérale entre ces deux pdles, Kuzniak

évoque trois différentes geneses caractéristiques du travail du géométre (Kuzniak, 2013). En revanche,

! Conformément a un modéle de géométrie cognitive (voir section 2.2.1)
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pour préciser ’ETG idoine, nous avons plutdt choisi de nous intéresser aux plans verticaux qui sous-
entendent et lient les genéses entre elles. Ces plans ajoutés au schéma d’ETG initialement introduit par
Kuzniak (figure 1 de I’introduction de ce numéro spécial) situent, au sein de ce modele, les différentes
démarches associées au travail du géométre, c’est-a-dire les démarches de découverte, de validation et

de modélisation (Coutat et Richard, 2011).

Ces trois démarches seront abordées a nouveau a la section 4. Plus précisément, ce volet des ETG
servira de cadre afin de préciser, a posteriori, I’idonéité de I’ETG proposé aux ¢éléves dans la seconde

phase expérimentale du développement de GGBT.

2.2 Les conditions pour un ETG idoine : une analyse a priori

Comme le précisent Kuzniak et Richard en introduction, pour mériter 1’appellation d’ETG idoine, un
environnement, en 1’occurrence GGBT, doit remplir deux conditions ergonomiques : les composantes
de ’ETG doivent étre pensées, élaborées et organisées de maniére a permettre a 1’éléve de s’engager
dans la résolution du — ou de chaque — probléme et de clore celle-ci; I’espace de travail doit amener
I’¢leve a travailler conformément au paradigme correspondant aux attentes dictées par ’institution

scolaire.

Concernant la premiére de ces conditions, dans son modele, Brousseau suggere que I’enseignant,
motivé par une intention didactique, mette en place un milieu qui, lorsqu’en interaction avec le sujet,
forme un systéme ou les constituants sont indissociables. Seulement, dans le cas de GGBT, un
environnement construit autour de la géométrie dynamique et d’un STI, non seulement 1’enseignant
n’est plus le concepteur direct du milieu, puisque ce dernier est congu par des experts en didactique et
en informatique, mais la relation entre ce dernier et le systéme sujet-milieu se trouve modifiée. Méme
si un systéme tutoriel est un milieu a-didactique sur lequel 1’enseignant peut exercer un certain
contrdle, I’introduction d’un agent tuteur au sein du systéme sujet-milieu engendre une relation
didactique simulée dans laquelle I’agent tuteur joue momentanément le role d’un enseignant, lequel est
complémentaire a celui de I’enseignant ordinaire. Ce phénomeéne est illustré a la figure 1 par la reprise
des relations 1 et 2 qui deviennent les relations 6 et 7 au sein du systéme sujet-milieu. La notion de
milieu demande alors une nouvelle distinction, soit le milieu didactique comme systéme antagoniste
du systeme enseigné au sein duquel 1’agent tuteur apparait en sous-systeéme avec le milieu virtuel et
I’¢éléve interagit avec ce dernier sous-systéme, échange au sein duquel I’agent tuteur int